TEORETISKT PROBLEM 1
UTVECKLINGEN AV SYSTEMET JORD-MANE
Avstandet mellan jorden och manen kan bestimmas med stor noggrannhet. Man gor

detta genom att reflektera en laserstrale med speciella reflektorer (som placerades pa
manens yta av astronauter 1969) och mita gangtiden for laserljuset (se figur 1).

Figur 1. En laserstrale som
skickas ut fran ett
observatorium anvinds for
att noggrant méta avstandet
mellan jorden och manen.

Med sadana observationer har man direkt kunnat méta att avstandet till manen langsamt
Okar med tiden. Detta beror pa att vridmoment fran tidvattenskrafter Gverfor
rorelseméngdsmoment till manen, se figur 2. I detta problem skall du ta fram de
grundldggande parametrarna for detta fenomen.
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Figur 2. Manens dragningskraft ger tidvattensdeformationer eller ”bulor” pa jorden.
Pa grund av jordens rotation &r en linje som gar genom “’bulorna” inte i linje med en
linje mellan jordens och manens centra. Denna avvikelse ger ett viidmoment som
overfor rorelsemiangdsmoment fran jordens rotation till manens banrorelse. Figuren
dr inte skalenlig.

1. Rorelsemingdsmomentets bevarande

Léat L, vara det nuvarande totala rorelseméngdsmomentet for systemet jord-mane. Gor
foljande antaganden: a) L, 4r summan av jordens rorelsemidngdsmoment med avseende
pa jordaxeln och manens rorelseméngdsmoment i banrorelsen kring jorden. b) Manens
bana #r circuldr och manen kan approximeras med en punkt. ¢) Jordens och manens
rotationsaxlar dr parallella. d) For att forenkla rikningarna antar vi att manens rotation
sker kring jordens centrum och inte kring masscentrum. I hela problemet &r alla
troghetsmoment, vridmoment och rorelsemidngdsmoment tagna med avseende pa en
axel genom jordens centrum. e) Forsumma inverkan fran solen.

la | Skriv ner ekvationen for det nuvarande totala rorelsemidngdsmomentet f6r | 0.2
systemet jord-mane. Uttryck denna ekvation i /., troghetsmomentet for
jorden; @,,, den nuvarande vinkelhastigheten for jordrotationen; /,,, , det
nuvarande troghetsmomentet for manen med avseende pa jordaxeln; och
@, , den nuvarande vinkelhastigheten fér ménen i sin bana.

Denna overforingsprocess for rorelsemiangdsmoment tar slut da perioden for
jordrotationen och manens omloppstid kring jorden blir lika. Vid denna tidpunkt
kommer tidvattenbulorna som manen alstrar att vara ens med en linje mellan manen och
jorden och vridmomentet forsvinner.




1b

Skriv ner ekvationen for det slutliga totala rorelsemidngdsmomentet L, for
systemet jord-mane. Gor samma antaganden som i fraga la. Uttryck
denna ekvation 1 [, , jordens troghetsmoment; @, , den slutliga
vinkelhastigheten for jordrotationen och manens rorelse i sin bana;
och I,,, , det slutliga troghetsmomentet fér manen.

0.2

Ic

Forsumma bidraget fran jordrotationen och skriv ner den ekvation som
uttrycker rorelseméngdens bevarande i detta problem.

0.3

2. Slutavstand och slutlig vinkelhastighet for systemet jord-mane.

Anta att jimviktsekvationen for en cirkuldr rorelse (manens rorelse kring jorden) giller
hela tiden. Forsumma bidraget fran jordens rotation i det slutliga rorelseméngsmomentet.

2a

Skriv ner jaimviktsekvationen for den cirkuldra rorelsen av manen kring
jorden i sluttillstandet uttryckt i M, @,, G och slutavstindet D, mellan
jorden och manen. M, jordens massa och G &r gravitationskonstanten.

0.2

2b

Skriv ner ekvationen for slutavstandet D, mellan jorden och ménen
uttryckt i kiinda parametrar, L, , det totala rorelsemingdsmomentet for

systemet, M ,och M,,, massorna respektive for jorden och manen samt
G.

0.5

2c

Skriv ner ekvationen for den slutliga vinkelhastigheten @, for systemet
jord-mdne uttryckt i kiinda parametrar L, M,, M,, och G.

0.5

Nedan kommer du att bli ombedd att beridkna numeriska virden pd D, och @,.Da
kommer du att behdva veta jordens troghetsmoment.

2d

Skriv ner ekvationen for jordens troghetsmoment /, under antagandet att
den dr klotformig med en inre densitet p, fran centrum ut till en radie 7, ,
och en yttre densitet p, fran denna radie ut till klotets yta som har radien

r, (se figur 3).

0.5




Figur 3. Jorden som ett klot med
tva densiteter, p, och p, .

Bestim alltid numeriska virden som efterfragas i detta problem med tvd signifikanta

siffror.

2e | Berikna troghetsmomentet I, for jorden. Anvind p,=1310* kgm?, | 0.2
r, =3,510° m, P, =4,010° kg m'3, and r, =6,410° m.

Jordens och méanens massor ir respektive M , =6,010** kg och M ,, =7,3-10*kg. Det
nuvarande avstindet mellan jorden och ménen dr D,=3,810° m. Den nuvarande

vinkelhastigheten ~for jordrotationen &r @, =7,310" s'. Den nuvarande

vinkelhastigheten for ménens rorelse kring jorden #r @, =2,7-10"° s', och

gravitationskonstanten ir G=6,710"m’ kg s™.

2f | Berikna det numeriska virdet pd det totala rorelsemingdsmomentet, L, | 0.2
for systemet.

2g | Berikna den slutliga vinkelhastigheten D,dels i meter och dels i enheter | 0.3

av det nuvarande avstandet D, .




2h | Beriikna den slutliga vinkelhastigheten @, is™, och dessutom den slutliga | 0.3
dygnslidngden i enheter av det nuvarande dygnet.

Kontrollera antagandet att forsumma jordrotationens bidrag till det slutliga
rorelseméngdsmomentet  genom  att  berdkna  kvoten av  det  slutliga
rorelsemédngdsmomentet for jorden och manen. Detta bor bli ett litet virde.

2i | Berikna kvoten av jordens slutliga rorelsemidngdsmomentet och manens 0.2
slutliga rorelseméngdsmoment.

3.Hur langt avligsnar sig manen per ar?

Du skall nu ta reda pa hur mycket manen avldgsnar sig fran jorden varje ar. For detta
behover vi veta ekvationen for vridmomentet som for nidrvarande verkar pa manen.
Antag att tidvattensbulorna kan approximeras av tva punktmassor, vardera med massan
m, pa jordytan (se figur 4). Lat @ vara vinkeln mellan den linje som forbinder

bultopparna och linjen mellan jordens och manens mittpunkter.
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Figur 4. Schematiskt diagram for att uppskatta vridmomentet pa manen. Figuren
ir inte 1 skalenlig.

3a | Hirled F,, storleken pé den kraft med vilken den nidrmaste 0.4
punktmassan paverkar manen.




3b

Hirled F, , storleken péd den kraft med vilken den bortersta punktmassan

paverkar manen.

0.4

Du kan nu berdkna motsvarande vridmoment som uppstar pa grund av punktmassorna.

3c | Hirled storleken pa 7, det vriidmoment som hirror fran den nérmaste 0.4
punktmassan.

3d | Hirled storleken pa 7, , det vridmoment som hérrér fran den bortersta 0.4
punktmassan.

3e | Hirled storleken pa det totala vridmomentet 7 fran bigge massorn. 1.0
Eftersom r, << D, bor du approximera ditt uttryck till ldgsta signifikanta
ordning i r, /D,. Dukan anvinda att (1+ x)“ =1+ ax, om x<<1.

3f | Berdkna det numeriska virdet pa det totala vridmomentet 7 , med 0.5

anvindande av att 8 =3° och att m =3,6-10'¢ kg (notera att denna massa

4r av storleksordningen 10~ ginger jordens massa).

Eftersom vridmoment &r dndring av rérelseméngdsmoment per tid, ange den nuvarande
Okningen av avstandet jorden-manen per ar. Uttryck hdrvid manens rorelsemangds-
moment enbart med hjélpav M,,, M,, D, och G.

3g | Berikna den nuvarande arliga 6kningen av avstandet jorden-manen 1.0
Uppskatta slutligen hur mycket dygnslidngden okar per dag arligen.
3h | Berikna den arliga minskningen av @,, och hur mycket den nuvarande 1.0

dygnslangden Okar per ar.




4. Vart tar energin vigen?

I motsats till det totala rérelsemidngdsmomentet, som &r bevarat, dr den totala energin

(rotationsenergi plus gravitationsenergi) inte bevarad. Vi ska studera detta i sista

avsnittet.

4a | Skriv ner en ekvation for den totala energin E (rotationsenergi plus 04
gravitationsenergi) for systemet jord-mane for narvarande. Uttryck denna
ekvation i enbart I/, @, , M, , M., D, och G.

4b | Skriv ner en ekvation for dndringen AE av E, som funktion av 0.4

dndringarna i D, ochi @,,. Berikna ett numeriskt virde pAA E under ett

ar med anvidndande av virdena pé dndringarna i D, och i @, som du
beriknade i fragorna 3g och 3h.

Verifiera att denna energiforlust &r i dverenstimmelse med en uppskattning av den
energi som forloras i form av virme pa grund av tidvattnet som manen ger pa jorden.
Anta att tidvattnet lyfter med 0,5 m i medeltal, ett lager vatten med tjockleken # = 0,5
m som técker jordens yta (anta for enkelhets skull att hela jordens uta &r tidckt av vatten).
Detta hiander tva ganger per dag. Anta vidare att 10% av denna gravitationellla energi
omvandlas till virme genom viskositet nér vattnet sjunker tillbaka. Vattnets densitet &dr

Pouer =107 kg m~, och tyngdaccelerationen pa jordytan dr g =9,8 m s

4c

Hur stor dr massan av detta ytlager av vatten?

0.2

4d

Berikna hur mycket energi som blir virme pa ett ar. Hur stimmer detta
med den energi som forloras per ar av systemet jord-mane for ndrvarande.

0.3




