TEORETISKT PROBLEM 3

VARFOR AR STJARNOR SA STORA?

Stjarnorna dr klot av het gas. Flertalet lyser eftersom de fusionerar viite till helium i sina
centrala delar. I detta problem kommer vi att anvdnda begrepp fran bade klassisk
mekanik och kvantmekanik, samt fran elektrostatik och termodynamik for att forsta
varfor stjarnor maste vara tillrickligt stora for att kunna uppna denna fusionsprocess. Vi
kommer ocksa att hirleda det som borde vara den minsta massan och radien for att en
stjdrna skall kunna fusionera vite.

Figur 1. Var sol, liksom flertalet
stjarnor, lyser som ett resultat av
termonukleir fusion av vite till helium.

ANVANDBARA KONSTANTER
Gravitationskonstanten = G = 6.7x10™"" m’ kg s*

Boltzmanns konstant = k =1.4x10>J K

Plancks konstant = 7 =6.6x10"* m*kg s
Protonmassan = m, =1.7x 1077 kg

Elektronmassan = m, =9.1x 107" kg

Elektriska enhetsladdningen = ¢ =1.6x107"° C
Permittiviteten i vakuum = £, =8.9x10™"* C*N"'m”
Solens radie = R, =7.0x10°m

Solens massa = M, =2.0x10"kg




1. En Kklassisk uppskattning av temperaturen i centrum av stjirnorna.

Anta att gasen i stjdrnan dr ren joniserad vitgas (elektroner och protoner i lika antal) och
att den uppfor sig som en ideal gas. Fran klassisk synpunkt behover atomkérnorna

komma sa ndra som10™"° m for att de starka kirnkrafterna, som har kort rickvidd, skall
dominera och kdrnorna fusionera. For att gora detta maste de forst Overvinna den
repulsiva Coulombkraften. Anta klassiskt att de tva protonerna (betraktade som
punktladdningar) ror sig i motsatt riktning, var och en med farten v, , roten ur den

rms

kvadratiska medelfarten (rms), i en endimensionell frontalkollision.

la | Vilken temperatur,7,, méste gasen ha for att det kortaste avstandet, d_, | 1.5

skall vara 107" m? Ange detta och alla numeriska virden i detta problem
med upp till tva signifikanta siffror.

2. Dir du finner att den sa bestimda temperaturen ir felaktig

For att kontrollera att den tidigare erhdllna temperaturen &r rimlig maste man ha ett
oberoende sitt att uppskatta centraltemperaturen i en stjdrna. Stjdrnornas inre struktur ar
mycket komplicerad men vi kan fa tillricklig forstaelse genom att gora nagra
antaganden. Stjdrnor &r i jimvikt, dvs de varken utvidgas eller drar ihop sig eftersom
gravitationskraften balanseras av den utatriktade tryckkraften (se figur 2). For ett
sfiriskt skikt gas ges den hydrostatiska jamviktsekvationen av

AP _ GM,p,

2
Ar r

’

ddr P dr gasens tryck, G gravitationskonstanten, massan M, pa stjdrnan innanfor
radien r, och p, dr densiteten pa gasen i skiktet.



Figur 2. Stjarnorna ér i
hydrostatisk jamvikt,
med tryckskillnaden
balanserad av
tyngdkraften.

in

En uppskattning av storleksordningen av centraltemperaturen i stjirnan kan erhallas
med virden pa parametrarna i centrum och pa ytan av stjarnan genom f6ljande
approximationer:

AP=P -P,

ddr P och P, dr trycken i centrum och pa ytan av stjérnan, respektive.
Eftersom P, >>P,, kan vi anta att

AP=-P.
Med samma approximation kan vi skriva
Ar=R,
dér R ér hela radien pa stjarnan och
M =M,=M,
med M stjarnans hela massa.
Densiteten kan approximeras med vérdet i centrum,
P =P,

Du kan anta att trycket dr som i en ideal gas.

2a | Ange en ekvation for temperaturen, T, i stjrnans centrum uttryckt 0.5

endast i stjdrnans radie och massa samt fysikaliska konstanter.




Vi kan nu anvinda foljande forutségelse av denna model som ett kriterium for hur bra
modellen ér:

2b | Anvind ekvationen fran (2a) och skriv ner den forvéintade kvoten M /R 0.5
for en stjdrna, uttryckt endast i fysikaliska konstanter och 7.

2¢ | Anvind virdet pa T, hirlett i del (1a) och beriikna det numeriska virdet 0.5
pa kvoten M /R som man kan vinta sig for en stjidrna.

2d | Berikna sedan kvoten Mo/ Rsoi, och kontrollera att detta virde dr mycket | 0.5
storre dn det du fann i (2c¢).

3. En kvantmekanisk bestimning av centraltemperaturen i stjirnorna.

Den stora skillnaden du fann i1 (2d) antyder att den klassiska uppskattningen av 7, som

du fick i (1a) inte dr korrekt. Losningen pa denna skillnad finner vi ndr vi betraktar
kvantmekaniska effekter, som sdger oss att protonerna uppfor sig som vagor och att
enskilda protoner #dr “utsmetade” i ett omrade av storleksordning ﬂp , de Broglie-

vaglingden. Detta medfor att om d,, minsta avstandet mellan protonerna, dr av
storleksordningen A, , s ér protonerna i kvantmekanisk mening &verlappande och kan

fusionera.

3a A 1.0

Anta att d_ = 21—72 ar villkoret som tillater fusion f6r en proton med farten

v, » och hirled en ekvation for T, uttryckt i endast fysikaliska konstanter.

3b | Beriikna numeriskt virdet pa 7T, erhallet i (3a). 0.5

3¢ | Anvind virdet pd 7. fran (3b) for att beridkna ett numeriskt virde pa | 0.5

kvoten M /R som man forvéntar sig for en stjirna genom att anvénda
formeln hirledd i (2b). Kontrollera att detta vidrde &r mycket nidra den
observerade kvoten Msoi/ Rsor .

Det ér faktiskt sa att stjarnor i den sa kallade huvudserien (som fusionerar vite)
approximativt foljer denna kvot inom ett stort massintervall.




4. Massa/radie-kvoten for stjdrnorna.

Overenstimmelsen ovan antyder att den kvantmekaniska modellen for att uppskatta
centraltemperaturen i solen &r korrekt.

4a | Anvind de tidigare resultaten for att visa, att for en stjirna som fusionerar | 0.5
vite dr kvoten av massan genom radien densamma, och beror bara pa
fysikaliska konstanter. Finn en ekvation for kvoten M /R for stjdrnor som
fusionerar vite.

5. Mass/radie-forhallande for sma stjirnor.

Resultaten fran (4a) indikerar att det kan finnas stjarnor med godtycklig massa, sa linge
som ett sadant villkor dr uppfyllt; detta dr dock inte sant.

Gasen i normala stjdrnor som fusionerar vite uppfor sig approximativt som en ideal gas.
Detta betyder att d,, den typiska separationen mellan elektroner, 1 medeltal &r storre dn

A, , deras typiska de Broglie-vaglingd. Om de vore nidrmare skulle elektronerna befinna

sig i ett s.k. urartat tillstand, och stjarnorna skulle uppfora sig annorlunda. Ligg marke
till skillnaden i hur vi behandlar protoner och elektroner i stjirnan. For protoner skall
deras de Broglie-vaglingder 6verlappa da de kolliderar for att slas samman, medan for
elektronerna sa skall deras de Broglie-vaglangder inte 6verlappa for att de ska forbli en
ideal gas.

Densiteten i stjarnor 6kar med minskande avstand till centrum. Anta trots detta i denna
storleksordnings-uppskattning att de har homogen densitet. Du far vidare anvinda att

m,>>m,.

5a | Bestdm en ekvation for n,, den genomsnittliga antalstéitheten av 0.5
elektroner i en stjédrna.

5b | Bestim en ekvation for d, , den typiska separationen mellan elektroneri | 0.5
stjérnan.

Sc A 1.5

Anvind villkoret d, 2 21/"2 for att skriva ned en ekvation for radien hos

den minsta mojliga normala stjirnan. Tag temperaturen i centrum av
stjdrnan som typisk for stjirnans hela inre.




5d | Berikna det numeriska virdet pa radien for den minsta mojliga normala | 0.5
stjarnan, bade i meter och i enheter av solradien.

Se | Berikna det numeriska virdet pa massan for den minsta mojliga normala | 0.5
stjarnan, bade i kg och i enheter av solmassan.

6. Fusion av helium i ildre stjirnor.

Allteftersom stjdrnor aldras, kommer de att ha fusionerat det mesta vitet i sin kdrna till
helium (He), sa att de tvingas borja fusionera helium till tyngre grunddmnen for att
kunna fortsitta lysa. En heliumkdrna har tva protoner och tva neutroner, sa den har
dubbla laddningen och cirka fyra ganger massan for en proton. Vi sag tidigare att

A
d, = 217 > dr villkoret for protoner att fusionera.

(He) rms- | 0.5
farten hos heliumkédrnan, och T(He) den temperatur som krivs for
heliumfusion.

6a | Sitt upp motsvarande villkor for heliumkérnan och finn v

rms




