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Extremprincipen (Total poang: 10)
A Extremprincipen i mekaniken A A %P

Ett horisontellt, friktionsfritt xy-plan &r, som figur 1 visar, uppdelat i tva 3 -2

omraden | och 1l, med skiljelinjen AB dérx = x;. En punktformig V=20

partikel med massan m har potentiella energin V = 0i omrade | och V="V

V =V, i omrade Il. Partikeln ror sig fran origo O med farten v, langs en a

linje som bildar vinkeln 6; med x-axeln. Den nar punkten P i omrade Il

med farten v, langs en linje som bildar vinkeln 6, med x-axeln. 61 Bl -

Forsumma gravitationen och relativistiska effekter i hela uppgift T2. 0 X1 X

Figur 1

Al | Uttryck v, som funktion av m, v; and V. 0.2
A2 | Uttryck v, som funktion av v;, 6, och 8,. 0.3

Vi definierar nu en storhet kallad verkan, A = m [ v(s)ds, dar ds &r en infinitesimal stracka langs den bana
en partikel med massan m ror sig med farten v(s). Integralen tas langs banan. Exempelvis blir, for en
partikel med farten v som ror sig ett varv langs en cirkel med radie R, verkan A = 2mmRuv. FOr en partikel
med konstant energi E, kan man visa att, bland alla tankbara banor mellan tva fixa punkter, den verkliga
banan kommer vara den for vilken verkan A har ett extremvérde, dvs maximum eller minimum. Detta
brukar kallas minsta verkans princip.

Minsta verkans princip innebér att en partikel inom ett omrade med konstant potential kommer att rora sig
langs en rt linje mellan tva fixa punkter. De tva fixa punkterna O and P i Fig. 1 har koordinaterna (0,0) och
A3 | (xq,¥0) och punkten dar partikeln passerar region I till region Il har koordinaterna (x;, @). Notera att x; ar | 1.0
fix och att verkan bara beror pa koordinaten «. Harled ett uttryck for verkan A(a). Anvand minsta verkans
princip for att uttrycka v, /v, i de givna koordinaterna.

y
B Extremprincipen i optiken Tl . (X0, Vo) P
En ljusstrale ror sig fran medium I till medium 11, med brytningsindex n, N2 i
respektive n,, separerade av en linje parallell med x-axeln. Stralen bildar _ '
en vinkel i; med y-axeln i medium I, respektive i, i medium Il (se figur. G I
2). For att bestamma stralens bana anvéander vi en annan extremprincip, o - >
kand som Fermats princip om kortaste tid. a X
Figur 2
B1 Principen séager att en ljusstrale ror sig mellan tva givna punkter Iangs en bana som gor tidsatgangen extrem. 05
Harled sambandet mellan sin i; och sin i, fran Fermats princip. '
Fig. 3 visar en schematisk skiss av banan for en laserstrale som infaller y
horisontellt mot en behallare med sockerlésning, dar sockerkoncentra- (0,0)
. rs . - . —> ==z >,
tionen avtar med hdjden. Som en f6ljd avtar &ven ldsningens brytnings- x
index med héjden.
(%0, =¥o)
Figur 3: Behallare med sockerlésning.
B Antag att brytningsindex n(y) bara beror pa y. Anvand ekvationen som erh6lls i B1 for att ta fram ett | 1.5

uttryck for lutningen dy/dx av stralens bana, uttryckt i brytningsindex n, vidy = 0 och n(y).

Laserstralen ar vid infallspunkten (0,0) riktad horisontellt in mot sockerldsningen pa hojden y, relativt
tankens botten, sa som visat i Figur 3. Sétt n(y) = ny — ky, dar n, och k &r positiva konstanter. Harled ett
B3 | uttryck for x som funktion av y och dvriga relevanta storheter for laserstralens vég. 1.2
Du kan anvanda: [ sec 8d@ = In(sec 6 + tan 8) + konstant, dar sec 8 = 1/cos 6 eller

[ erIZX_1 = In(x + Vx2 — 1) + konstant.
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Finn vardet pa x,, den punkt dar strdlen traffar tankens botten. Sétt y, = 10,0 cm, ny, = 1,50, k =

B4 0,050 cm™? (1 cm = 102 m). 08
C Extremprincipen och materiens vagegenskaper
Vi ska nu undersdka om Newtons andra lag och minsta verkansprincipen kan kombineras genom att
identifiera vagnaturen hos partiklar i rorelse med de Broglie-vagor. Vi antar att en partikel som ror sig fran
O till P kan folja vilken bana som helst, och s6ker en bana som innebé&r konstruktiv interferens mellan de
Broglie-vagorna.
Antag att partikeln ror sig en infinitesimal stracka As langs sin bana. Visa hur de Broglie-vagens fasandring

C1 o . . 0.6
A beror pa andringen i verkan AA och Plancks konstant.

Liksom i del A ror sig nu en partikel fran O till P (se Figur 4).

Satt en ogenomtranglig vagg langs gransen AB mellan v I A P
omradena. Véggen har en liten 6ppning CD med bredd d sadan

att V=20 D (X0,Y0)

C2 d K (xO - xl) OCh d K xl. V — VO 12
Betrakta de bada extrembanorna OCP och ODP, dar OCP ligger C B CD=d
langs den klassiska banan som behandlades i del A. Berdkna 0 >

. o [ . . X1 X
fasskillnaden Agcp mellan de bada banorna i linjar ordning i d. Figur 4
. . A
D Materievagors interferens y I v 1
En elektronkanon i O sénder ut en tunn elektronstrale mot en smal f/
spalt F i den ogenomtrangliga vaggen A;B; vid x = x;, sa att
OFP &r en rat linje. P ar en punkt pa en skarm vid x = x, (se FLl.-~~
Figur 5). Farten i | ar v; =2,0000%x 10’ ms™! och 6 = o I Iz15.oo nm
10,0000°. Potentialen i Il gor att farten v, = 1,9900 X /v/ G'I'
107 ms™1. Avstandet x, — x; & 250,00 mm (Imm = 103m). 10 ©|B,
Bortse fran vaxelverkan mellan elektronerna. 0 *1 *o X
250 mm
Figur 5

D1 | Berdkna accelererationsspanningen U, , givet att elektronerna accelereras fran vila i O. 0.3
En likadan spalt G gors i vaggen A,B, pé avstandet 215,00 nm (1nm = 10~?m) under spalten F (Figur 5).

D2 | Beteckna fasskillnaden mellan de Broglie-vagorna som kommer genom spalterna till P fran F respektive G | 0.8
med 2z, och berdkna .

D3 Vilket &r avstandet Ay fran P till den narmaste punkt dar man forvantar sig att inga elektroner traffar 19
skarmen? [Obs: approximationen sin(6 + Af) = sin 6 + A6 cos 8 kan vara anvandbar.] '
Stralen har en kvadratisk tvarsnittsarea 500 nm x 500 nm och uppstallningen & 2 m lang. Vad ar det

D4 | minsta vardet pa intensiteten I, (antal elektroner per area och tidsenhet) for att det i genomsnitt ska finnas | 0.4

minst en elektron i uppstéllningen vid varje tidpunkt?
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Al(a) =
A3 1.0
v /v, =
Bl 0.5
B2 |dy/dx = 15
B3 |x= 1.2
C1 Ap = 0.6
C2 A(pCD = 12
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D2 p = 0.8
D3 Ay = 1.2
D4 Iin = 04
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