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Annica Black-Schaffer

ar professor i fysik vid Uppsala
universitet. Hon véxte upp pa landet
utanfor Soderkoping, disputerade
i kondenserade materiens teori pa
Stanforduniversitetet i Kalifornien
och ér sedan 2011 verksam i Upp-
sala. Hon och hennes forskargrupp
arbetar framférallt med teori om
topologiska och okonventionella
supraledare och soker bland annat
efter Majoranafermioner i nya
material.

Allt i vdr omgivning bestar av
atomer. Och eftersom atomer
styrs av kvantfysik, ar det kvant-
fysiken som ytterst avgor ett
materials egenskaper. Men hur
kan man anvanda kvantfysiken
for att hantera och dra slutsatser
om det enorma antal atomer som
bygger upp ett material? Nyckeln
visar sig vara nagot som kallas
bandteori. Annica Black-Schaffer
forklarar och visar vagen till topo-
logiska isolatorer, supraledare och
Majoranafermioner.

Bilden: Ferromagnetiska atomer (blda) pa
en supraledare (grd) kan ge upphov till
Majoranafermioner (roda bollar) .

Se vidare pa sid 80.
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Kvantfysik i material:
fran transistorn till
topologiska supraledare

Visst 4r det fascinerande med kvantparadoxer, interferenseffekter
och andra besynnerligheter som kvantmekaniken ger upphov till,
men har du funderat pa var kvantmekaniken finns i det dagliga
livet? Forvisso dr manga kvantfenomen valdigt kansliga for stor-
ningar, vilket gor att de oftast bara liter sig observeras under ex-
trema omstandigheter, sasom vid laga temperaturer och i vakuum.
And3 anvinds faktiskt kvantmekanikens lagar varje gang du slar
pa datorn, tar upp mobiltelefonen eller sitter pa diskmaskinen.
Utan den kvantmekaniska forstdelsen for material som fysiker
borjade utveckla for nistan 90 ar sedan, hade transistorn aldrig
uppfunnits och ddrmed hade vi missat hela den IT-revolution vi
nu lever mitt i.

Givetvis ska denna enorma samhallsutveckling ocksa tillskri-
vas allt frén elektronikingenjorer till datavetare, men det var fysiker
som startade den. De tillimpade ndmligen den nyupptickta kvant-
mekaniken pa solida kristallina material och uppfann da vad som
har kommit att kallas bandteori. Med bandteori kan vi forstd sa
kallade halvledare och ddrmed den fundamentala fysiken bakom
transistorn — denna briljanta konstruktion som liter oss reglera
stromfloden pa mikrometerniva, och numer 4ven nanometerniva.

Har tinkte jag ta er med pé en resa fran elementdr band-
teori till 2016 &rs Nobelpris i fysik inom topologiska material, och
avsluta med hur vi dr pa vég att upptécka en helt ny och exotisk
partikel kallad Majoranafermion, i helt vanliga material. Det ar
en resa dar kvantmekaniken kommer till liv utanfor labbet, bade i
mobiltelefonen och i framtidens kvantdator.
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Materiefysik

Att tillaimpa kvantmekanik pa material kan tyckas ganska en-
kelt. Material bestdr av atomer som var och en har ett fixt antal
elektroner. Vi antar oftast att atomkarnorna sitter fast i ett solitt
material (dven om atomkérnornas rorelse ger upphov till ljud och
virmetransport), sd kvar dr att bestimma vad elektronerna gor.
Problemet &r att det i bara nagra gram av ett material vanligen
finns atminstone i storleksordningen 10* elektroner (Avogadros
konstant). For alla dessa elektroner behover vi l6sa Schrodinger-
ekvationen, en ekvation som blir synnerligen problematisk redan
vid ett fatal elektroner. Som tur 4r har fysiker utvecklat en metodik
for detta som gar under namnet mangpartikelfysik.

Det fascinerande ér att samlingar av valdigt manga elektroner
kan bete sig fundamentalt annorlunda 4n nér de bara dr négra fa.
Detta ar egentligen inte alls konstigt — sddana kollektiva effekter
finns i manga sammanhang. Byt ut ordet elektron mot fisk och du
inser snabbt att d&ven om du vet allt om en enskild fisk sa kan du
fortfarande inte forsta de kollektiva rorelserna och beteendena hos
ett helt fiskstim. Ett liknande samtida kollektivt fenomen ar virala
filmklipp: det ar svért att forutse vad som kommer att spridas som
en l6peld i sociala medier eftersom detta beror pa det kollektiva
beteendet hos manga anviandare snarare 4n pa enskilda individer.
Men det 4r inom materiefysiken som méangpartikelproblemet har
studerats som ihérdigast.

Redan 1972 myntade den sedermera Nobelpristagaren Philip
Anderson begreppet "More is different” Med detta ville han un-
derstryka att fysik inte bara &dr reduktionistisk, dar naturen forstas
utifran dess minsta bestandsdelar, utan att centrala delar av fysiken
handlar om egenskaper som endast uppkommer nér vi har vildigt
stora samlingar av partiklar. Dessa kollektiva fenomen kan inte
ens anas om man insisterar pa att bara studera ett fatal partiklar.
Manga sadana kollektiva fenomen forstir vi redan, sdsom kristal-
lin ordning i kristaller, manga typer av magnetism och de enklaste
formerna av supraledning, men andra ér fortfarande foremél for
intensiv forskning.

S&, mer specifikt, hur studerar vi d4 materia med dess manga
elektroner? Framforallt behévs det bra tekniker for att halla reda
pé 107 elektroner. Ett av de mest kraftfulla knepen &r att bara bry
sig om de elektroner som ger materian dess fysiska egenskaper. Vi
kan forst ignorera allt utom elektronerna i de yttersta elektron-
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skalen. De &vriga elektronerna bidrar forvisso till den kemiska
bindningen i materialet men som fysiker tar vi oftast den kemiska
kompositionen for given. Dessutom ar det oftast bara nodvandigt
att hélla reda pa elektronerna med ldgst energi i férhallande till
den sa kallade Fermienergin E_, vilket dr den energi som ligger pre-
cis pa gransen mellan ockuperade kvanttillstind och tomma. An-
ledningen 4r att dessa elektroner ar lattast att paverka och ddrmed
de som ger upphov till de flesta fysiska egenskaperna. Till exem-
pel, om vi ldgger pa en spanning 6ver en metall dr det elektronerna
vid E_ som har littast att svara pa denna storning och darmed ge
upphov till en strom. A andra sidan, i en isolator finns det inga
elektroner vid E, utan det ar istéllet ett energigap dar. Mitt emellan
metaller och isolatorer aterfinns halvledarna. Dessa har endast ett
litet energigap vid E, sa med lite manipulation kan en strom flyta
igenom dem.

Ofta pratar vi inte ens om elektronerna sjilva, utan om de sa
kallade kvasipartiklar som har lagst energi. I manga material ar
kvasipartikeln en elektron med lite modifierade egenskaper som
t.ex. en annan massa. Den effektiva massan hos en elektronkvasi-
partikel dr den vanliga elektronmassan omskalad med en faktor
som kommer fran vixelverkan med alla andra partiklar i mate-
rialet. Man kan ténka sig elektronkvasipartikeln som en elektron
med ett moln av de andra partiklarna runt sig. Molnet fungerar
som kliader och dirmed har den “klddda” elektronen en annan
massa an den nakna elektronen. I vissa fall, niar vaxelverkan mel-
lan elektronerna dr mycket stor, kan dock kvasipartiklarna skilja
sig markant fran elektronen. Ett exempel 4r Majoranafermionen
som vi dterkommer till senare.

Bandteori

S& hur gor vi d& konkret for att utifrén ett materials kemiska sam-
mansittning forutsdga dess fysiska egenskaper, som exempelvis
ledningsformaga? Det dr hir kvantmekaniken kommer in. Vi
borjar med den tidsoberoende Schrédingerekvationen for en enda
elektron med massa m:

n? d*w

Har ar W végfunktionen och E energin. Ekvationen ér bara skriv-
en for en rumsdimension (x) men kan enkelt utvidgas till alla tre
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rumsdimensionerna. For en fri elektron &r potentialen U noll och
dédrmed blir ekvationen extra enkel. Lattast l6ser man denna an-
dra ordningens differentialekvation genom att anvinda nigot som
kallas for en Fouriertransform, vilket tar oss till det reciproka rum-
met. Detta dr ett abstrakt matematiskt rum dar vi istéllet for langd
har enheten 1/langd pé koordinataxlarna, och dér en punkt i rum-
met anges med en vagvektor k. En av de fiffiga sakerna med Fouri-
ertransformen dr att derivatan d/dx férvandlas till -ik, dér i dr det
imagindra talet. Om vi gor denna substitution i Schrodingerekva-
tionen ovan, och sitter U = 0, finner vi direkt fér en fri elektron
B B2 k>
2m

Energin formar alltsd en parabol som funktion av vagvektorn k,
se figur 1.

I ett dndligt system dr dock inte alla k-vérden tillatna efter-
som vagfunktionen maste vara noll utanfoér systemet. Om vi antar
att systemet har lingd L ger detta upphov till ett kvantiseringskri-
terium dér bara k = n *271/L dr tillatet, med n ett heltal. Nar vi har
manga elektroner kan vi helt sonika stoppa in dem alla i de tillatna
energinivaerna. I denna procedur maste vi folja Paulis princip som
sager att det endast far plats en elektron per kvanttillstand. Vi vill
dessutom hitta grundtillstindet, dvs. tillstindet med minst energi,
sa vi fyller frén botten och upp. Nér vi har slut pa elektroner drar
vi en linje och kallar denna energi E,, och ddrmed har vi skapat

27,2
E:hk
A 2m

C%l f Fermienergi Ey

Ak

k = vagvektor
Figur 1: Bandstrukturen for fria elektroner med avstind Ak = 2ni/L mellan

varje tillatet k-virde. Fermienergin E, markerar grinsen mellan ockuperade
tillstdnd (réda cirklar) och tomma tillstind (vita cirklar).

SVENSKA FYSIKERSAMFUNDET - KOSMOS 2017



ANNICA BLACK-SCHAFFER

var forsta bandstruktur. Denna bandstruktur ar den exakta 16snin-
gen om elektronerna inte véxelverkar med varandra, men detta
dr tyvirr inte riktigt sant. Om vi anvinder elektronkvasipartiklar
istallet for de nakna elektronerna (och dirmed dndrar massan) s&
kommer vi dock oftast runt problemet att elektronerna vaxelverk-
ar med varandra.

Ovan fann vi bandstrukturen for elektroner da& U var noll.
Men i material vaxelverkar elektronerna ocksa med atomkérnor-
na, vilket ger upphov till en viss potential U. Lat oss fokusera pa
kristallina material — de 4r de vanligaste och ocksa de som é&r ldt-
tast att forsta sig pa. Har sitter atomerna i ett gitter med en viss
periodicitet, s& att det finns en sa kallad enhetscell som upprepar
sig i rummet. Aven vagfunktionen méste d& se mer eller mindre
likadan ut i varje enhetscell. Felix Bloch visade att vagfunktionen
i en kristall kan skrivas

Uy, = up(x)e

Har dr u,(x) en funktion som har samma periodicitet som gittret,
och dér indexet k indikerar att funktionen beror péa vagvektorn
k. Vagtunktionen dr alltsa inte helt periodisk utan har en fas som
kan variera mellan de olika enhetscellerna. Dock har vigfunk-
tionens amplitud alltid samma periodicitet som gittret. Detta &r
nodvindigt eftersom beloppskvadraten av denna amplitud ar
elektrondensiteten, vilken rimligen bor ha samma periodicitet
som gittret. Periodiciteten gor ocksa att vagvektorn k begrinsas
i det reciproka rummet till ett omrade centrerat runt origo (den
sa kallade Brillouin-zonen). Detta medfor att bandstrukturen en-
dast behéver berdknas inom detta omrade i reciproka rummet.
Vagvektorn k blir nu inte bara ett rent matematiskt begrepp utan
kallas ocksé kristallrorelsemangd och ar en kvantitet som ingar i
konserveringslagarna som styr kollisionsprocesser i materialet.
Med hjélp av Blochs teorem kan vi nu dven finna végfunk-
tionerna och energierna for elektroner i ett kristallint material
med ett periodiskt varierande U. Varje mojligt elektrontillstand
i en enskild enhetscell, ger nu upphov till vad som kallas for ett
band for kristallen som helhet. Varje band har plats for N tillstand
enligt kvantiseringen som uppkommer, dir N &r totala antalet
enhetsceller i kristallen. Detta &r ganska naturligt och illustreras
i figur 2. Tank dig for enkelhetens skull att det bara finns en atom
i varje enhetscell. Denna atom har manga olika energinivaer med
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tillhorande vagfunktioner som vi finner om vi l16ser Schrodinger-
ekvationen endast for elektronerna som tillhér denna atom. Varje
sddan vagfunktion kommer i kristallen att 6verlappa med mot-
svarande vigfunktion i de omgivande enhetscellerna och energi-
nivaerna bildar da band: ett band per atomrt tillstind och varje
band innehaller ett tillstdnd fran varje enhetscell. Oftast ar dock
bandstrukturer mycket mer komplicerade: det finns oftast fler 4n
en atom i varje enhetscell och dessutom kan de atomira tillstan-
den 6verlappa mycket med varandra. Det kan till och med uppsta
hogst ovintade effekter. En av dessa kommer vi snart stota pa i
topologiska material.

E

Atomira
energitillstind

A e o

0900009000 ---

(4] (4] (] (]

Gitter

Figur 2: Enskilda atomer (bld) med dess mdnga energinivder (vinster) bildar
en bandstruktur (hoger) med multipla band ndr de sdtts tdtt intill varandra.
Varje band innehdller N tillatna tillstand som funktion av den reciproka
vagvektorn k.

Aven om bandstrukturen varierar vildigt mycket mellan olika
material, finns det generella beteenden att ta fasta pa. Nér vi vil
har alla band fyller vi dem frdn botten och nir antalet elektroner
tar slut hittar vi E,. Hamnar den mitt i ett band sa betyder det att
elektronerna ar vildigt lattrérliga: en elektron ndra E, kan med
bara en ytterst liten tillforsel av energi hoppa, eller exciteras, till ett
tomt tillstind. Det 4r detta som &r en metall. Lutningen pa bandet
vid E, ger dessutom hastigheten for dessa elektroner. Om ddremot
den sista elektronen vi placerar in gor att ett helt band blir fullt
och det dr ett energigap till ndsta band, dé finns det inga elektroner
som litt kan exciteras till andra tillstind och vi har en isolator.
Denna bild av excitationer ar s& behandig att vi oftast bara behaller
slutresultatet: vi glommer alla elektroner som sitter i sina vanliga
tillstand och bryr oss bara om de elektroner som har exciterats till
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Figur 3: Bandstruktur for en metall (a) och en isolator (b), ddr gula cirklar

representerar fyllda elektrontillstand. En excitation i en isolator krdver en
energi lika stor eller storre dn energigapet (c) och effektivt sett kan resultatet
ses som en kombination av en elektron- och hdlexcitation (d).

ett annat tillstand och de "hal” som de lamnade efter sig, se figur 3.
Pé sa vis slipper vi att hélla reda pé alla 10* elektroner och behéver
bara tinka pa elektron- och hél-excitationerna. Dessa ér allt som
oftast bade fa och dessutom koncentrerade runt E,.

Bandteorin har trots sin enkelhet visat sig vara utomordent-
ligt effektiv for att beskriva kristallina material. Aven om den elek-
triska Coulombrepulsionen mellan elektronerna dr stark, ger den
oftast bara upphov till klddda elektroner. Mycket kraftfulla verk-
tyg har utvecklats for att pa ett noggrant sitt berdkna bandstruk-
turen hos kristallina material. Enda undantaget ar dé véxelverkan
mellan elektronerna &r sa stark att vi inte langre kan identifiera
elektronkvasipartiklar. Dessa material kallas starkt korrelerade och
utgor idag ett stort forskningsfilt dir méanga sirdeles ovintade
egenskaper dyker upp. Men, som vi nu ska se, behéver vi inte bege
oss in i den korrelerade virlden for att stota pa oanade effekter.

Topologi i materiefysiken
For material utan starka elektronkorrelationer verkade det linge
som om vi visste allt eftersom bandteorin fungerar s bra. Detta
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andrade sig abrupt for ungefir tio ar sedan da de forsta topologiska
isolatorerna sag dagens ljus. Det fascinerade hér &r att materialen
inte var nya - vissa anvéindes till och med redan inom industrin -
utan det var var forstielse av dem som dndrades ndr topologi klev
in och blev ett centralt begrepp ocksé i materiefysiken och inte
bara inom matematiken.

Topologi har att gora med den 6vergripande uppbyggnaden
eller strukturen hos objekt. En enkel forstaelse for topologi kan
man fi genom att helt enkelt rakna antalet hal hos ett objekt. Till
exempel har bullen noll hal, munken ett, medan kringlan har tva.
Dessa tre objekt dr ddrmed alla topologiskt olika. Sddana topolo-
giskt distinkta objekt kan man inte varsamt och kontinuerligt de-
formera till varandra. Enda sittet att fa en bulle att se ut som en
munk &r att anvianda en kniv, en process som varken ér varsam
eller kontinuerlig. En kaffekopp med ett 6ra ar ddremot topolo-
giskt lika, eller ekvivalent med, munken. Urgrépningen ddr man
héller kaffet ar inget hal utan kan kontinuerligt utplénas sa att kaf-
fekoppen successivt formas till en munk dar koppens ora till slut
blir till hdlet i munken, se figur 4. Amnet topologi omfattar ocksd
hur man matematiskt berdknar hur manga hél ett objekt har, utan

Topologi: kaffekopp = munk # bulle

Figur 4: Topologi hos bullar, munkar och kaffekoppar. Kaffekoppen kan
kontinuerligt deformeras till alla sorters munkar, men bullen kan aldrig utan
en kniv goras om till en munk. Alltsd dr kaffekoppen och munken topologiskt
ekvivalenta, medan bullen dr topologiskt skild fran de andra tvd.
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att forst behova visuellt inspektera det. Detta gors genom att forst
definiera en lokal krokning hos objektet, som anger hur objektets
yta kroker sig i varje punkt. Om denna krokning sedan integreras
6ver hela ytan erhélls ett tal som motsvarar antalet hél i objektet.
Detta tal kallas for en topologisk invariant eller index, och det ar
ett heltal eftersom det inte gar att ha halva hal.

Nu kanske du frégar dig vad hal i diverse bakverk har att géra
med bandteori och fysik? Faktiskt en hel del! Fast det ror sig inte
om hal i objekt som finns i vart vanliga tre-dimensionella rum,
utan om hal i abstrakta objekt uppbyggda av vagfunktioner i det
reciproka rummet. Det hela 4r matematiskt ganska komplicerat
och 2016 ars Nobelpris i fysik gick just till David Thouless, Dun-
can Haldane och Michael Kosterlitz bland annat {or att de visade
oss hur detta fungerar. Nagot forenklat kan vi forstd detta genom
att borja med en bandstruktur dir da varje band representerar ett
tillatet energivirde som funktion av k, koordinaten i det reciproka
rummet. Till varje tillaten energi hor ju ett u (x), definierat i ekva-
tionen ovan som den essentiella delen av vagfunktionen, ett u,(x)
per band. Vi kan nu definiera en krékning for dessa u,(x) i det re-
ciproka rummet, en krokning per band. Integrerar vi sedan dessa
krokningsvarden pa samma sitt som vi integrerade for att hitta
hélen ovan, finner vi ett topologiskt index som kallas for Chern-
talet. Chern-talet kan ddrmed ses som antalet “hal” hos bandens
vagfunktioner.

Chern-tal och liknande konstruktioner har de sista tio dren
borjat anvéndas flitigt for att forsta topologin, dvs. den 6vergri-
pande uppbyggnaden, hos bandstrukturer och dess tillhérande
vagfunktioner. Man ar dirmed inte bara intresserad av bandstruk-
turen i ett litet avgriansat omréade i det reciproka rummet som forut
ofta var fallet, utan nu ar hela den 6vergripande strukturen viktig.
Det dr ganska naturligt att man maste ha ett 6vergripande synsitt
for att fa fram topologiska egenskaper. Ténk dig en liten myra pé
ytan av en stor munk — den vet vilket sorts strossel munken har,
men den har inte ndgon aning om att det ocksa finns ett hal i mit-
ten av munken. Det spannande i materiefysiken ar att topologis-
ka index inte bara dr en matematisk lek utan faktiskt ger upphov
till underliga fysiska fenomen som vi strax ska titta ndrmare pa.
Men forst ska vi bekanta oss med ett enklare exempel pa topologi
i bandstrukturer.
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(a) (b)

dl d

LN LN
Utan spinn-bankoppling: Med spinn-bankoppling:
Vanlig bandstruktur Topologisk bandstruktur

Figur 5: Bandstruktur hos en normal (icke-topologisk) isolator med rott
valensband och gront ledningsband (a). Ndr spinn-bankoppling ldggs till blir
bandstrukturen inverterad (b) och vi far en topologisk bandstruktur.

Topologisk bandteori

Grundlidggande topologisk bandteori kan vi férsta utan att beho-
va anvinda komplicerad matematik — det racker faktiskt med lite
firgglada bilder! Tank dig forst en helt vanlig bandstruktur for
en isolator, dvs. sadan att Fermienergin ligger precis mellan tva
band, som i figur 3(b). For enkelhetens skull kollar vi bara pa val-
ensbandet (det hogsta ockuperade bandet) som vi firgar rott, och
ledningsbandet (det ldgsta tomma bandet) som vi firgar gront, se
figur 5(a). Fargerna representerar olika kvanttal, t.ex. vilken typ av
atomorbitaler banden hirstammar frin, men det kan ocks3 vara
andra egenskaper, exakt vad dr inte viktigt. Sedan lagger vi pa en
relativistisk effekt som kallas spinn-bankoppling. Detta r en en-
ergi som uppkommer i materialet p& grund av kopplingen mellan
elektronernas spinn och deras banrorelse.

Spinnet dr elektronens inneboende kvantmekaniska rorelse-
miéngdsmoment. Det har inget att géra med hur elektronen ror
sig, utan &r ett kvanttal alltid kopplat till elektronen. Spinnet
kan representeras som en pil och kan ta virdena 1/2 (kallat upp-
spinn) och -1/2 (ned-spinn) lings en godtycklig koordinataxel. I
Schrédingerekvationen finns inte spinnet med, utan maste ldggas
till i efterhand. Det var Paul Dirac som larde oss hur man gor detta
da han lyckades formulera en relativistiskt korrekt kvantekvation
ar 1928. Som du kanske reflekterat éver behandlar Schrodinger-
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ekvationen inte tid och rum likvérdigt: den innehaller en forsta-
derivata i tiden men en andraderivata i rummet. Detta gar stick i
stiv med Albert Einsteins relativitetsteori ddr rum och tid behan-
dlas lika och fors samman till en rumtid. Priset vi far betala for
den relativistiskt korrekta Diracekvationen dr att vagfunktionen
nu inte édr en enkel funktion utan istéllet en vektor som bestar av
fyra oberoende komponenter. Tvéa av dessa komponenter behovs
for att representera elektronens spinn. Varfér de andra tva kom-
ponenterna dyker upp var ursprungligen ett mysterium, men det
visade sig att dessa representerar elektronens antipartikel, kallad
positronen, och dess spinn. I materians varld har vi dock redan
stott pa denna antipartikel i form av halet. Ett hal ar ju avsaknaden
av en elektron i bandstrukturen och diarmed ocksa den partikel
som annihilerar en elektron. Vad som dr viktigt for oss har &r att
Diracekvationen innehaller en energiterm som uppkommer dé
elektronens spinn vixelverkar med dess rorelse. Precis som vi kan
lagga till spinnet till Schrédingerekvationen s& kan vi ocksa in-
kludera denna spinn-bankoppling. Pa s& sitt kan vi fortfarande
anvinda Schrédingerekvationen och vér vanliga bandteori.

Spinn-bankoppling &r speciellt viktig for tyngre grunddmnen
och den kan ddr dndra bandstrukturen en hel del. Den kan till och
med gora s att banden byter plats med varandra, s att det roda
bandet nu blir ledningsband och det gréna valensband, se figur
5(b). Detta kallas bandinversion och ir ett sedan linge vilkint
fenomen hos en del halvledare och isolatorer. Vad som hinde
for omkring tio &r sedan var att fysiker for forsta gangen beskrev
denna bandinversionsprocess i termer av topologi. Genom att ha
malat banden i olika farger ser vi direkt att man inte kan komma
fran den ena bilden till den andra utan att gora nagot drastiskt
sasom att klippa och klistra. Alltsd dr de tva bandstrukturerna,
med och utan spinn-bankoppling, topologiskt olika. Materialet
med den inverterade bandstrukturen kallar vi en topologisk iso-
lator och den har ocksé ett slags Chern-tal som éar skilt fran noll,
medan den vanliga konfigurationen, utan spinn-bankoppling,
ar en normal isolator med Chern-talet lika med noll. Genom att
matematiskt forsta skillnaden mellan dessa tvd bandstrukturer
kan vi ocksé forutspé nya ovintade effekter.
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Topologiska yttillstand

En av de mest intressanta foljderna av topologisk bandteori dr att
mycket speciella tillstand uppstér pa ytan av topologiska material.
I figur 6(a) har vi den inverterade bandstukturen av en topologisk
isolator inbdddad i luft. Luft kan man tdnka pa som en normal
isolator med ett mycket stort energigap som i figur 6(b), eftersom
det krivs en mycket stor energi for att leda strom genom luft —
dven om dska visar att det 4r fullt mojligt. P4 materialets yta maste
dock de tva olika bandstrukturerna fogas samman: rétt band ska
sitta ihop med rétt och gront med gront. Detta leder till band som
korsar Fermienergin nagonstans i 6vergangen mellan materialet
och luften utanfor. Alltsa far vi tillstdnd vid Fermienergin pa ytan
av materialet. Eller annorlunda uttryckt: ytan av en topologisk
isolator dr en metall! Det ar topologin som garanterar att dessa
metalliska yttillstind alltid finns, helt oberoende av vilken sorts
yta vi har.

De topologiska yttillstinden har flera ovanliga egenskaper.
Som figur 6(c) illustrerar har tva-dimensionella topologiska isola-

(b)
d
----- LS ettt EF
-5
Topologisk isolator inuti Luft = trivial isolator

(©
1 4
Figur 6: En topologisk isolator o
(gul) ddr det grona valensbandet Metall pa ytan —_— 3

och réda ledningsbandet dr inver-

terade (a) maste kopplas ihop med

luften utanfor, representerad som

en normal isolator med icke-inverterade band (b).

Detta ger upphov till tillstind (roéda och gréna streckade

linjer) som korsar Fermienergin (streckad svart linje) pd

ytan av materialet. Resultatet dr metalliska yttillstind (orange)
som korsar energigapet i den topologiska isolatorn (c).
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Figur 7: Tvd- (a) och tre-dimensionella (b) topologiska isolatorer med ytorna

av materialen i gult (vinster) och bandstrukturen for yttillstanden (hoger)
med valensband i rott och ledningsband i gront och bla pilar for spinnet.

torer (dvs. som endast utgors av ett enda plan) ett yttillstind med
linjér positiv lutning och ett med negativ lutning. Da lutningen
bestammer hastigheten ror sig alltsa elektronerna i de bada yttill-
standen 4t olika hall. Aven om det inte framgar av den forenklade
beskrivningen har, sa har dessa tva tillstdnd ocksa olika spinn. Det
betyder att pa kanten av materialet kan spinn-upp elektroner bara
rora sig at t.ex. vinster medan spinn-ner elektroner bara kan rora
sig 4t hoger.

Denna uppdelning har fascinerande konsekvenser. Ténk dig
att det finns en liten stérning pa en av kanterna, t.ex. en kantatom
som fattas eller som kanske blivit utbytt mot ett annat grunddmne.
En elektron som susar fram langs kanten har bara tva olika moj-
ligheter. Den kan forsoka gé runt storningen eller sa tar det stopp
och elektronen maste vinda om. Om storningen inte formar att
andra elektronens spinn (vilket bara kan ske om storningen ar
magnetisk) sa kan inte elektronen vinda om eftersom elektroner
som ror sig at motsatt hall har motsatt spinn. Detta ger upphov till
helt forlustfria spinnstrémmar lings kanten. Det dr spinnstrom-
mar eftersom det alltid finns en annan elektron med motsatt spinn
som ror sig at andra hallet, och de ér forlustfria eftersom elek-
tronerna aldrig kan forlora sin hastighet. Tillimpningar av dessa
forlustfria kantspinnstrommar undersoks redan intensivt. Fram-
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forallt ny elektronik som inte ger upphov till ndgra virmeforluster
ar en av de stora forhoppningarna.

For tre-dimensionella topologiska isolatorer, som &r vanlig-
are, lever yttillstandet istéllet i tvd dimensioner och formar en kon
i reciproka rummet med spinnets riktning last till vigvektorns
riktning. Denna sorts bandstruktur ar vad man far for en fri elek-
tron i vakuum fran Diracekvationen och brukar darfor kallas for
ett Diracspektrum. Vi kan alltsa pa ytan av en tredimensionell
topologisk isolator simulera och experimentera med fria relati-
vistiska elektroner i vakuum. Det finns dven hér forhoppningar att
dessa ska kunna anviandas inom framtida teknologi.

Jag antydde forut att manga topologiska isolatorer dr material
som har funnits linge men att det ar forst nu, med hjalp av to-
pologi, som vi p& djupet har forstatt deras egenskaper. Den forsta
tva-dimensionella topologiska isolatorn upptacktes i strukturer
uppbyggda av omvixlande lager av CdTe (kadmiumtellurid) och
HgTe (kvicksilvertellurid), material kdnda sedan lange. Tyvérr
hor varken kadmium eller kvicksilver till de mest miljovanliga
grunddmnena, men numer finns det flera andra lovande mate-
rial. Bland de tre-dimensionella topologiska isolatorerna ar vis-
mut-legeringar vanliga. Har ar speciellt Bi, Te, (vismuttellurid) in-
tressant att nimna. Detta material har varit kint sedan lange och
finns till och med att kopa kommersiellt dir det anvands fram-
forallt i vinkylare. Nu vet vi ocksa att det dr en topologisk isolator
med vildigt speciella yttillstand. Kanske dyker dagens vinkylar-
material upp i framtidens elektronik!

Topologiska supraledare

Efter att ha sett hur topologi ger upphov till en helt ny klass av iso-
latorer, 14t oss direkt hoppa 6ver till supraledare. Matematiskt sett
ar det faktiskt bara ett litet steg: den topologiska bandteorin for
isolatorer kan &dven tillimpas pa supraledare. Vid en forsta anblick
kan detta pastdende verka befingt. Hur kan en supraledare som
leder strom helt utan motstand ha nagonting gemensamt med en
isolator? For att forstd detta behover vi en liten snabbkurs i supra-
ledning.

Supraledning ir ett av de ytterst fa kvantmekaniska fenomen
som existerar pa en makroskopisk nivd. I en supraledare syns
kvantfysiken i en enkel resistansmétning, och det enda som krévs
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ar att temperaturen ar tillrdckligt ldg, ndimligen under den kritis-
ka temperatur ddr supraledning uppstéar. Vid denna temperatur
formar elektronerna i materialet par, s& kallade Cooper-par. Alla
par hamnar sedan i ett och samma kvanttillstind, dvs. de bildar
ett kvantkondensat. Lite 16st sett kan kondensatet ses som ett hav
av elektronpar dér kénsligheten for allt runt omkring férsvinner.
Dirmed kan kondensatet leda strém helt utan motstdnd och vi har
en supraledare.

Det supraledande kondensatet skyddas av ett energigap.
Gapets energi dr lika stort som den energivinst som uppkom da
kondensatet formades. Finns det dock en energi tillginglig som &r
storre dn gapet kan en partikel exciteras ut ur kondensatet. Denna
partikel kan vara elektron-lik, men sker en sddan excitation foljer
det ocksa alltid en hél-lik excitation, som representerar avsaknaden
av den elektron som den forsta elektronen skulle ha format ett par
med. Allt som allt ger processen upphov till bade en elektron- och
en halexcitation som bandstrukturmaissigt ser precis ut som exci-
tationsprocessen i en isolator, se figur 3(d). Alltsa har excitationer-
na ut ur det supraledande kondensatet samma bandstruktur som
en isolator. Men det dr ju bandstrukturen som ar topologisk i en
topologisk isolator och ddrmed kan hela var topologiska bandteori
ocksd tillimpas pa supraledare. Alltsa dr topologiska supraledare,
supraledande inuti materialet, med ett energigap (kondensations-
gapet), men de har metalliska tillstand pa ytan.

Majoranafermioner

Aven om bandstrukturen ir densamma fér topologiska supra-
ledare och isolatorer sé finns det en fundamental skillnad mellan
dem: egenskaperna hos de partiklar som fyller bandstrukturen
dar valdigt olika. I en supraledare &r alla kvasipartiklar en bland-
ning av elektroner och hal, som vi sdg ovan. Nar kvasipartikelns
energi dr exakt noll far den precis lika mycket hal- som elektron-
egenskaper. Eftersom halet dr materiefysikens motsvarighet till
elektronens antipartikel betyder det att en kvasipartikel med
noll energi i en supraledare ar sin egen antipartikel! Nu dr dock
kvasipartiklar med noll energi ovanliga i supraledare pa grund av
energigapet, men i just topologiska supraledare sa garanterar ju
topologin att det finns kvasipartiklar med noll energi p ytan. Men
nu undrar du kanske: Hur dr detta egentligen mojligt, en elektron
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har ju trots allt alltid laddning —1e medan halet har laddning +1e?
Hur kan ett hél och en elektron blandas i en och samma kvasipar-
tikel? Det dr héar kondensatet med alla andra elektronpar kommer
in i bilden. Eftersom det finns ett makroskopiskt antal elektronpar
sa spelar det ingen roll om vi anvénder ett enstaka par: Ta ett hél
med laddning +1e och ligg till ett elektronpar med laddning -2e
och - voila! - vi har en elektron med laddning —1e. Det ér just den-
na flexibilitet skapad av kondensatet som gor att excitationerna i
en supraledare har bade elektron- och hélegenskaper. Detta &r ett
typexempel pd ett kollektivt fenomen som aldrig kan ske med bara
ett fatal partiklar.

En partikel i ett elektronsystem som &r sin egen antipartikel
har ett eget namn: Majoranafermion efter Ettore Majorana. Pa
1930-talet funderade han pa varfor Diracekvationen innehaller ett
imagindrt i. Han lyckades till slut konstruera en annan ekvation,
fortfarande for elektron-lika partiklar (kallade fermioner), men
som dr reell och ddrmed enbart har reella l6sningar. En reell par-
tikel 4r alltid sin egen antipartikel, eftersom matematiskt skapas en
antipartikel genom att ta komplex-konjugatet av partikelns vag-
funktion. Losningen till Majoranas ekvation, Majoranafermionen,

(a) E=0 (b) E#0
e
0.003 0.025

0.003 : i 0.025
0 0

0
38

0 0

380 380
Majorana pa kanten Majorana i halet

Figur 8: Vagfunktionens densitet (kvadraten av amplituden) for de tvd
Majoranafermionerna vid noll energi (a) och ett liknade tillstdnd men vid
nollskild energi (b) i en topologisk supraledare med en vortexdefekt i mitten
som fungerar som ett litet hdl. I (a) har en elektron helt splittrats upp i tvd,
med ena halvan vid hdlet och den andra pd kanten. I (b) bildar de tvd
Majoranafermiondelarna en vanlig elektron eftersom energin hdr dr nollskild.
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ar darmed en elektronlik partikel som &r sin egen antipartikel.
Alltsé kan de kvasipartiklar som vi just fann pa ytor av topologiska
supraledare beskrivas som Majoranafermioner.

Ur allt detta foljer ocksa ett annat fascinerande faktum. For
att skapa ett komplext tal ¢ behovs tva reella tal a och b: ¢ = a +
ib. Eftersom elektronen (losningen till Diracekvationen) ar kom-
plex behovs det alltsé tva reella Majoranafermioner (16sningen till
Majoranaekvationen) for att skapa en elektron. Eller omvént: en
Majoranafermion ér en halv elektron! Nu ér det dock inte sé att vi
har kluvit elektronen mitt itu pa ytan av topologiska supraledare.
For det gar inte, sa vitt vi vet. Vad som hént ér att det pd ytan finns
kvasipartiklar som beter sig helt och hallet som Majoranafermion-
er eller halva elektroner. Mangpartikelfysik in action, sa att sdga.

Ett exempel pd denna uppdelning av elektronen visas i figur
8.! Det dr en tva-dimensionell topologisk supraledare dér ett hél i
dess mitt gor att supraledaren i detta fall dven har en inre kant. Det
finns tvd Majoranafermiontillstaind vid exakt noll energi och de
bestar av en Majoranafermion vid halets kant, medan den andra
halvan av elektronen finns pé systemets ytterkant. For alla andra
tillstand 4r de tva Majoranafermionsdelarna i samma position i
rummet och bildar ddrmed en vanlig elektron.

Jakten pa Majoranafermionen

An s3 linge har vi inte upptickt nigon fundamentalpartikel som ar
en Majoranafermion, men vi dr forhoppningsvis pa vag att upptic-
ka kvasipartiklar som dr Majoranafermioner i néistan helt vanliga
material. Teoretiskt &r uppkomsten av Majoranafermioner redan
viletablerad i topologiska supraledare, som vi fatt en férsmak av
ovan. Vad som aterstar ar att experimentellt ocksa visa det.

Det finns dock en liten detalj som vi hittills har sopat un-
der mattan. Vi méste se till att Majoranafermionerna pd ytan
av topologiska supraledare inte upptrider i par, for tvd halva
elektroner 4r ju bara en vanlig elektron, precis som i figur 8(b).
Detta gors ldttast med ett magnetfilt som splittrar upp den de-
generering (dvs. tillstdind med samma energi) som finns mel-
lan spinn-upp och spinn-ned elektroner i vanliga fall. Aterstar
dédrmed bara att hitta material som &r topologiska supraledare dir
1 Sevidare K. Bjérnson och A. M. Black-Schaffer, Vortex states and Majorana

fermions in spin-orbit coupled semiconductor-superconductor hybrid structures, Phys.
Rev. B 88, 024501 (2013) (DOI: 10.1103/PhysRevB.88.024501).
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ett magnetfalt anvands for att isolera enskilda Majoranafermioner.
Otroligt nog behover vi inte soka lange for att hitta lovande
kandidater. For narvarande forskas det intensivt ldngs atminstone
tva spar. Ett populdrt forslag anvander en nanotrad av halvledar-
material med stark spinn-bankoppling, t.ex. InSb (indiumantimo-
nid) eller InAs (indiumarsenid). Nanotraden placeras pa ytan av
en vanlig supraledare, t.ex. aluminium, vilket gor att ocksé traden
blir supraledande. Till sist lagger vi pa ett magnetfilt. Detta ska
teoretiskt sett, och med bra indikationer fran experiment, ge upp-
hov till en topologisk supraledare inuti trdden. Tradens dndar blir
da systemets ytor och det ar har Majoranafermionerna férvéntas
uppkomma; en Majoranafermion vid varje dnde av trdden. Ett
annat enkelt tillvigagangssitt inkluderar samma tre ingrediens-
er: spinn-bankoppling, supraledning, och magnetism. Hér borjar
man dock med bly som ar supraledande vid laga temperaturer och
som ocksa har en stark spinn-bankoppling. Genom att ldgga mag-
netiska jarn-atomer pa blyets yta sa att de formar en kedja bildas
en endimensionell topologisk supraledare dér teorin sager att det
ska finnas en Majoranafermion i varje kedjednde. I bada dessa
system har man uppmaitt att det finns tillstand vid noll energi vid
tradens respektive kedjans dndar, men inte ndgon annanstans. Vad
som aterstdr dr att visa att dessa verkligen 4r Majoranafermioner.

tld Figur 9: Exempel pd partikel-
flitning i en kvantdator dir

x tre Majoranafermioner
(réda cirklar) tva ganger

byter plats med varandra.
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Topologiska kvantdatorer

Att experimentellt visa att ett system har Majoranafermioner ar
tyvarr langt ifran trivialt eftersom det dr svért att veta sakert nar
man bara mater en halv elektron. Fast vi kan ocksa vinda pa denna
problematik och fraga oss vad Majoranafermioner ar bra till. Just
det icke-lokala i att dela upp en elektron i tva atskilda delar ar inte
bara fascinerande utan kan ocksé anvéndas till att konstruera en
topologisk kvantdator.

Den icke-lokala egenskapen hos ett par Majoranafermioner
gor namligen att de uppfor sig mycket speciellt nir vi later en Ma-
joranafermion forflytta sig runt en annan, sa att de byter plats med
varandra. Hade det handlat om vanliga elektroner s hade den
totala vdgfunktionen i en sadan process hogst kunnat éndra sin
fas, men for Majoranafermioner dndrar sig vagfunktionen mycket
mer. Detta gor att man kan anvianda processer ddr man, sa att
sdga, “flitar” Majoranafermioner runt varandra som operationer i
en kvantdator. I en sadan kvantdator skulle resultatet endast bero
pé hur hela flitan av alla operationer sag ut i slutinden, inte ex-
akt pé hur flitan blev till. Detta gor att denna typ av kvantdator
blir vildigt okénslig for stérningar. I grund och botten &r det den
icke-triviala topologin som ger detta skydd. Denna robusthet mot
storningar gor topologiska kvantdatorer valdigt lockande, och jak-
ten pé att hitta Majoranafermioner i material 4r dirmed extra het.

Sammanfattning

Har far var resa in i materialfysikens fortrollade kvantvirld ta slut.
Vi har dnda natt dnda fram till en topologisk kvantdator efter att
ha borjat med den grundldggande forstaelsen for metaller och iso-
latorer. Framtiden far utvisa om dagens transistorteknologi kom-
mer att ersittas av topologiska kvantdatorer. Men i vilket fall s&
hoppas jag att denna text har visat hur allt hinger ihop. Kanske
mest hdpnadsvickande dr hur till synes gammal fysik - jo, band-
teorin har manga dr pa nacken! - helt plotsligt har blivit hogaktuell
igen efter att den kombinerats med det matematiska begreppet to-
pologi. Ibland tar sig forskning de mest besynnerliga véigar, men

7

det dr kanske just det som gor det sa spannande. <>
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Vinjettbilden: Ferromagnetiska atomer (blda) pd en supraledare (grd) kan
ge upphov till Majoranafermioner (roéda bollar) vid dndarna av en trdad av
atomet, eller i en vortexdefekt (svart spiral) i en stor ferromagnetisk 6.
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