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Nyfikenheten att forsta hur véarlden
kan beskrivas av kvantmekanik ser

han som sin huvudsakliga drivkraft.

Kaos ar ett vanligt och val studerat
fenomen inom klassisk fysik.
| kvantfysiken visar sig fenomenet
vara desto svarare att fa grepp om.
Kaotiskt beteende tycks till och
med, vid en forsta anblick, vara

en kvantmekanisk omaéjlighet!
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Bilden: Spar av klassiskt beteende i
kvantmekaniken - ett sd kallat
kvantdrr. Se texten.
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Kan kaos finnas?

Det finns manga skillnader mellan kvantmekaniken, som beskri-
ver det allra minsta, och den éldre klassiska fysiken, som fortfa-
rande beskriver var makroskopiska virld vil. Ett vilkint exempel
ror den totala energin for slutna system (som exempelvis elektro-
ner bundna till en atomkérna): enligt klassisk fysik sa ska energin
kunna anta vilka virden som helst, medan den, enligt kvantfysi-
ken, dr begrénsad till vissa specifika viarden. Nar det galler fragor
om hur den klassiska fysikens egenskaper och lagar uppstar fran
kvantmekaniken talar man ofta om “den klassiska grinsen”. Just
nér det giller skillnaden mellan den klassiska fysikens kontinuer-
liga energispektrum och kvantfysikens energinivéer 4r den klas-
siska gransen inte sd svar att forsta. Ett exempel pa nér det blir
desto knepigare dr Schrodingers katt som, enligt kvantmekaniken,
forefaller vara levande och dod pa samma géng, men som enligt
den klassiska fysiken forstés alltid ar antingen levande eller dod.

Ett mindre kdnt exempel pa nir den klassiska gransen ger
upphov till problem rér fenomenet kaos: matematiskt dr kaotiska
beteenden en foljd av icke-linjéritet, ndgot som naturligt uppstar
i klassiska system. Men Schrodingers ekvation, som ju beskriver
den mikroskopiska varlden, &r linjar. Darfor borde vi inte kunna
forvinta oss att finna kaos i kvantmekaniska system. Om vi nu tror
att kvantmekaniken dr en mer grundliggande - och mer korrekt
- beskrivning av vérlden 4n den klassiska mekaniken uppstar fra-
gan: Hur kan det komma sig att var vérld bevisligen uppvisar kaos
trots att kvantmekaniken tycks forbjuda det? I den hér artikeln ska
vi forsoka reda ut denna paradox. For att battre forsta det grund-
laggande dilemmat borjar vi med att titta pa hur kaos uppstar i den
klassiska mekaniken.
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Klassiska dynamiska system och tidig kvantmekanik

De lagar som Isaac Newton skrev ner redan p& 1600-talet, och som
lade grunden for klassisk mekanik, beskriver i méngt och mycket
det vi upplever runt omkring oss i var vardag. Specifikt s& kopplar
lagarna samman krafter med kroppars rorelse: givet ett foremals
initialtillstand, dvs. dess ldge och hastighet vid en viss tidpunkt,
och de krafter som verkar péa foremalet, s& ar dess vidare tidsut-
veckling fullstindigt bestimd. For, sdg, en partikel s& ger Newtons
ekvationer partikelns framtida position x(f) och rorelsemangd p(t)
som funktioner av tiden t. Variablerna x och p dr normalt vektorer
om partikeln ror sig i mer 4n en dimension - antalet komponenter
i vektorn dr detsamma som dimensionen D. Vi kan fullstdndigt
beskriva partikelns 6de med vektorn R(t) = (x(t), p(t)) som be-
skriver en bana i ett 2D dimensionellt sa kallat fasrum. Det betyder
att for en partikel i tre rumsliga dimensioner har fasrummet sex
dimensioner. Fasrummet bestar alltsa av alla tilldtna och tdnkbara
banor, och kidnner vi till strukturen hos fasrummet vet vi darfor
hur systemet utvecklas givet ett godtyckligt initialtillstand R(0) =
(x(0), p(0)): systemet kommer att folja den unika bana som passe-
rar genom initialtillstandet.

Om systemet r slutet, dvs. om det inte péverkas av nag-
ra yttre krafter, dr dess totala energi bevarad. I sadana fall dr det
ofta lampligt att anvinda en alternativ beskrivning till Newtons,
niamligen det som brukar kallas analytisk mekanik, dir rorelse-
ekvationerna fis fran antingen en Lagrangian eller en Hamiltonian.
Dessa formalismer utvecklades ett par hundra ér efter Newton av
Joseph-Louis Lagrange respektive William Hamilton. Precis som
for kvantmekanik sé& svarar systemets Hamiltonian H f6r den tota-
la energin. Givet H sa erhalls de klassiska rorelseekvationerna fran

dpi ~ OH dv; OH
dt n 8171 dt B 8pi'

(1

didr p, och x, dr s kallade kanoniska variabler. Dessa variabler kan
viljas pd manga olika sitt, utan att formen (1) for rorelseekvatio-
nerna dndras (nagot som strax ska visa sig betydelsefullt). Man
byter fran en sddan uppsittning variabler till en annan via en si
kallad kanonisk transformation.

Att energin ér bevarad innebdr att varje losningsbana i fas-
rummet dr begrinsad till en hyperyta som bestims av

H(X,p) =k
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Figur 1: Schematisk bild av
hur en l6sning (x(t), p(t))
(gron kurva) ror sig

runt en torus och bildar

en periodisk rorelse.

BILD: THOMAS KVORNING

for ett visst virde pa energin E. Det vill siga: en bana som boérjar
vid en viss energi E kommer att forbli i den hyperyta som mot-
svarar den energin. Om det finns andra konserverade storheter
utover energin sitter de ytterligare villkor for banornas form i fas-
rummet; banorna méste d& forbli i annu mer begriansande ytor.
Varje konserverad storhet 4r direkt knuten till en symmetri hos
systemet, vilken i sin tur avspeglas i en transformation som lamnar
Hamiltonianen invariant. Om systemet exempelvis utgors av en
partikel i en potential som enbart beror pa radien och inte pa nag-
ra vinkelkoordinater, s& 4r Hamiltonianen invariant under rota-
tioner. Denna symmetri kommer ge upphov till att det sa kallade
rorelsemdngdsmomentet dr bevarat. Att identifiera alla symmetri-
er kan dock vara allt annat 4n enkelt i komplicerade modeller med
manga frihetsgrader.

Man kan visa allmént att om antalet konserverade storheter
overstiger antalet frihetsgrader sa har ytorna, som losningarna ror
sig pé i fasrummet, formen av en torus’, se figur 1. Efter tillrdckligt
manga varv runt torusen s kommer varje 16sning tillbaka ungefér
till sin startpunkt - l6sningarna ar kvasiperiodiska. Naturligtvis
finns det ocksa losningar som ér exakt periodiska — de enklaste ar
de som gar ett enda varv runt torusen innan de aterkommer. Som
ett exempel, 1at oss ta en bunden partikel i en harmonisk potential.
Dir vet vi att for vissa initialtillstind kommer partikeln tillbaks till
sitt starttillstind redan efter en enda svangning, och det dr dessa

1 Detta giller for bundna system, dvs. sddana dar fasrumskoordinaterna ar be-
grinsade till ett visst omrade for given energi. For obundna system far man odndliga
plan.
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16sningar som svarar mot att ga runt torusen ett varv. For en har-
monisk potential i en enda dimension blir bilden sérskilt enkel da
alla banor i fasrummet &r cirklar, men argumentet kan enkelt ge-
neraliseras till hogre dimensioner. Skillnaden blir bara att man da
aven far 16sningar som behéver ga runt torusen flera varv innan
de aterkommer till startpunkten. System som visar denna typ av
dynamik kallas integrerbara och dr motsatsen till kaotiska system
- dynamiken ér reguljdr.

For sddana integrerbara system &r det praktiskt att gora en
(kanonisk) transformation som tar oss fran de kanoniska variab-
lerna x och p till nya kanoniska variabler som brukar bendmnas
vinkel-verkanvariabler. Den ena variabeln - verkanvariabeln, lat
oss kalla den J — parametriserar torusarna, medan den andra -
vinkelvariabeln @ - ger vinkeln (positionen) pa en given torus.
Efter variabelbytet erhalls en ny Hamiltonian K, och eftersom J
och o ir kanoniska si ges de nya rorelseekvationerna av precis
samma uttryck som tidigare, ekv. (1). Det trevliga &r att for inte-
grerbara system visar det sig att transformationen alltid kan goras
sd att den nya Hamiltonianen K inte beror pa vinkelvariablerna,
utan endast pd J. Enligt ekv. (1) foljer da att verkanvariabeln blir
rorelsekonstanter eftersom

dK(J) _

0
dw

En konsekvens av denna transformation ar att vi kan skriva
rorelseekvationerna for fasrumspositionen R(#)=(J(t), a(t)) som
en matrisekvation

dR(t)
— = MRt 2
= 0 @)
dar M ar en tidsoberoende matris med dimensionen 2n (dar #n ar
antalet frihetsgrader). Man séger att ekvationerna &r linjdra da
hogerledet inte beror pa kvadrater eller hogre ordning av vinkel-
verkanvariablerna.

Klassiskt kaotiska system

For integrerbara system blir, som vi sett, dynamiken reguljar. Men
vad hédnder nér antalet konserverade storheter ar firre en anta-
let frihetsgrader, dvs. om systemet inte ldngre &r integrerbart? I
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dessa fall saknas den specifika kanoniska transformation som tar
oss fran R(t)=(x(t), p(1)) till R(t)=(J(¢), a(t)) och det finns ingen
transformation som gor rorelseekvationerna linjédra som i ekvation
(2). Vikan tdnka oss en situation dér vi startar fran ett integrerbart
system, och sedan ldgger till en liten term till Hamiltonianen sa
att en eller flera konserverade storheter inte lingre ar bevarade.
Ju storre storningen ér, desto mer kan vi forvénta oss att torusen
deformeras och att dynamiken darmed blir mindre och mindre
reguljar. (Detta dr for 6vrigt grunden for vad som har kommit att
kallas Kolmogorov-Arnold-Mosers teorem, eller kortare, KAM-teo-
remet.)
Sa vi har alltsa:

o Integrerbarhet (antal rorelsekonstanter > antal frihetsgrader)
<> linjdra rorelseekvationer <> reguljar dynamik.

« Ej integrerbarhet (antal rorelsekonstanter < antal frihetsgra-
der) <> icke-linjara rorelseekvationer <> kaotisk dynamik.

Slutsatsen &r att kaotiska system beskrivs av icke-linjara rérel-
seekvationer. Detta dr, som vi strax ska se, grunden till den para-
dox som uppstar nar vi forsoker forsta klassiskt kaos som en f6ljd
av kvantmekaniken.

Aven om vi kanske har en idé om vad vi menar med kaotisk
dynamik sa har vi inte definierat den i en strikt mening. Den defi-
nition som oftast forekommer handlar om "exponentiell kinslighet
for initialtillstand”. Det ar ockséd detta man syftar pa nar man talar
om “fjdrilseffekten”: en liten storning (som en fjérils vingslag) kan
fa oanade f6ljer (som en storm pa andra sidan jorden). Lat oss se
hur vi kan formalisera denna tanke.

Antag att vi har ett initialtillstand R (0), dér ¢ betecknar en
liten storning sa att R (0) ar det ostorda initialtillstandet. For ett
givet g kan vi titta pa hur avstindet mellan det ostérda och stoérda
initialtillstindet tidsutvecklas:

A(t) = [R<(t) — Ro(1)] 3)

Fran borjan, vid tiden ¢ = 0, har vi att A(0) dr av storleksordningen
& och vi sdger att systemet 4r kaotiskt om for korta tider

A(t) = eeM
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for négot positivt virde pa A, kallad Lyapunov-exponenten. Ut-
tryckt i ord: om tva banor i fasrummet befinner sig vildigt ndra
varandra vid en viss tidpunkt, sd kommer avstandet mellan dem
att vixa exponentiellt snabbt. Det exponentiella beroendet bety-
der att det blir extremt svart att férutspa beteendet hos systemet
efter tillrdckligt langa tider. En f6ljd av denna irreguljira kaotiska
dynamik 4r att en bana pa ganska kort tid kommer besoka alla till-
gangliga horn av fasrummet. Detta innebér dven att partikeln efter
vildigt lang tid kommer att ha tillbringat ungefar lika mycket tid
pé alla platser i fasrummet, ndgot som kallas for ergodicitet.

En schematisk visualisering av hur kaos manifesteras ar ge-
nom Poincaré-snitt. Om man tittar pa ett plan i fasrummet som
skiar genom banorna s& kommer varje enskild bana att passera
igenom planet i en uppsittning punkter - formationen av dessa
punkter dr just Poincaré-snittet. For reguljar icke-kaotisk dynamik
forvantar vi oss att i Poincaré-snittet se spar av den underliggan-
de torusen, medan for kaotisk tidsutveckling sa ska punkternas
fordelning framstd som mer slumpmissig. Ett exempel taget fran
en modell som beskriver energiéverforing mellan en spinnande
snurra och en harmonisk oscillator visas i figur 2. Har framgér
hur strukturen dndras nar man later en parameter variera Gver en
s& kallad kritisk punkt som skiljer reguljar fran kaotisk dynamik.

Kvantisering av klassiska system

For att battre forsta problemet med kaos i kvantvirlden ar det in-
struktivt att g tillbaks till kvantmekanikens begynnelse. En av de
mest uppenbara skillnaderna mellan klassisk mekanik och kvant-
mekanik dr att for mikroskopiska system tillats normalt enbart
vissa diskreta energier, medan i princip alla energier ér tillitna i
makroskopiska klassiska system. Proceduren att “diskretisera” en
modell kallas for just kvantisering. Den mest sofistikerade teorin
som utvecklades innan Schrodinger 1925 lade fram den ekvation
som nu bar hans namn &r Bohr-Sommerfeld-kvantisering. Metoden
utgar fran klassisk mekanik, men antar att enbart ett fatal 16sning-
ar dr tillatna. Mer precist, om vi betraktar en periodisk 16sning
sd definierar verkanvariabeln J en yta i fasrummet (intuitivt: den
yta som ryms innanfor den slutna fasrumsbanan). Kvantiseringen
bestar i att endast tillata 16sningar som ger areor pa ytorna som ar
lika med en multipel av Plancks konstant h. Den minsta méjliga
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Figur 2: Exempel pd ett Poincaré-snitt for en sd kallad Dickemodell: en spinnande snurra
kopplad till en harmonisk oscillator. Fran vinster till hoger okas kopplingen mellan de

tva delsystemen och kaos uppkommer. I den vinstra grafen dr dynamiken regelbunden

och punkterna ordnar sig langs olika kurvor. I den mittersta har den regelbundna dyna-
miken borjat deformeras och tecken pd kaotiskt beteende kan anas. Slutligen, i den hogra
grafen, uppvisar systemet ndstan fullstindigt kaos, dven om sma "6ar” med regelbunden

dynamik lever kvar. Den hégra grafen dskdadliggor dven fenomenet ergodicitet.

(Figur fran A. Altland och F. Haake, Equilibration and macroscopic quantum
Auctuations in the Dicke model, New Journal of Physics 14 (2012): 073011 (DOI:
10.1088/1367-2630/14/7/073011).)

nollskilda arean dr da h, vilket ocksa gett upphov till namnet pé
en sadan area: Planckcell. Planckeellen som minsta tillitna area
ar ndra kopplat till Heisenbergs osdkerhetsrelation som sager att vi
inte pa samma gang kan bestimma en partikels position och rorel-
semingd — osdkerheten i ldge ganger osakerheten i rorelsemingd
far som minst vara h. Vilket ju ér precis arean av en Planckcell i
fasrummet.

Ett alternativt sitt att tinka pa Bohr-Sommerfeld-kvantise-
ringen &r att enbart ett helt antal de Broglie-vdglingder far plats
langs den klassiska 16sningen. De Broglie-vaglingden

h

A==
p

ar en vagldngd som kan tillskrivas alla (massiva) partiklar med r6-
relsemingd p. Naturligtvis behover p vara vildigt liten for att mot-
svarande vaglangd inte ska vara forsvinnande liten, vilket innebér
liten massa m och/eller lag temperatur T (som bestimmer par-
tikelns hastighet). Detta synsitt dr analogt med hur enbart vissa
toner kan uppsté frén en svingande string, namligen de dir ett
helt antal halva vagliangder far plats lings stringen.
Bohr-Sommerfeld-kvantisering ger férvanansvart bra forut-
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sagelser (ibland dven exakta) for manga modeller. Diaremot kan
vi forstéds inte anvdnda den for att hérleda existensen av en storhet
som spinn vilket dr av ren kvantmekanisk natur. Vanligtvis tdnker
vi pd den “klassiska grinsen” som att man later Plancks konstant
ga mot noll. I denna gréns forsvinner de Broglie-vaglingden, och
likasd Planckeellens area — vagnaturen hos partiklarna forsvinner
och foljderna av Heisenbergs osikerhetsrelation blir obetydliga.

Bohr-Sommerfeld-kvantiseringen lankar alltsa samman klas-
siska integrerbara system med kvantmekaniska genom existensen
av periodiska banor i fasrummet. Den naturliga frégan blir: Vad
ar motsvarande kvantiseringsprocedur for icke-integrerbara sys-
tem, ddr det inte finns nédgra sddana banor? Langt innan begreppet
kvantkaos var myntat, och klassisk kaosteori fortfarande befann
sig i ett tidigt skede, insdg Einstein att det uppstar problem nir
vi forsoker anvanda metoden for att kvantisera modeller dar man
inte kan definiera vinkel-verkanvariablerna. Han publicerade en
artikel redan 1917 som poéngterade detta, men artikeln lag i stort
sett i glomska fram till 70-talet d& Martin Gutzwiller upptickte
den och lyfte fram den i det ljus den fortjanar. Samme Gutzwiller
formulerade ocksa ett alternativ till Bohr-Sommerfeld-kvantise-
ringen som kunde tillimpas pa kaotiska system (dvs. icke-inte-
grerbara). Vi gar inte vidare in pd Gutzwillers semiklassiska metod
hér, utan néjer oss med att understryka att Einstein satte fingret pa
nagot djupare, nimligen att man stdter pa problem ndr man fors6-
ker oversitta klassiskt kaos till kvantmekaniska modeller.

Kvantkaos

Relaterat till de problem som uppstar da man forsoker tillimpa
Bohr-Sommerfeld-kvantisering pé icke-integrerbara system é&r att
Schrédingers ekvation, som beskriver tidsutvecklingen for kvant-
mekaniska system, dr linjar. Kom ihag att klassiskt kaos uppkom
fran icke-linjéritet hos rorelseekvationerna. Samtidigt ar det just
linjériteten hos Schrédingers ekvation som ligger bakom superpo-
sitionsprincipen i kvantmekanik, sa det ar inget vi gdrna ruckar pa.

Den inbyggda linjariteten tillsammans med att Hamiltoni-
anen dr hermitsk medfér att tidsutvecklingen av ett kvantmeka-
niskt tillstand, |¥(0)) — |¥(¢)), alltid ar unitdr. Detta medfor i sin
tur att skalarprodukten mellan tva olika tillstand |@(¢)) och |@(2))
ar bevarad i tiden, dvs. att (¢(t)|¢(t)) = konstant (se sidorutan om
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Unitar tidsutveckling

Unitdra transformationer — sd som tidsutvecklingen enligt Schrodinger-
ekvationen - har egenskapen att de bevarar skaldarprodukten mellan varje
par av tillstdnd. Lat oss titta ndrmare pa varfor det ér sa. Givet en Hamilton-
operator H kan vi infora en ny operator

U(t) _ efth/h
dér 7 dr Plancks konstant dividerad med 27n och dér vi ska tanka pa expo-
nenten av operatorn H som motsvarande Taylorutveckling.

Schrédingerekvationen siger oss att tidsutvecklingen for ett initial-
tillstand |y(0)) da formellt kan skrivas

(@) = U@)|4(0)) eller  (y(t)| = (W(O)U(2)
dar t betecknar hermitekonjugatet, sa att
UT(t) _ €th/h

om vi anvinder att Hamiltonianen &r hermitsk, dvs. att H= H".
Nir vi kombinerar allt detta ser vi att man for godtyckliga tillstind far

(e(B)le(®) = (SOUT )T (1)]9(0)) = (#(0)|(0))

eftersom U'U = 1. Det vill siga: skalirprodukten mellan tv4 tillstind forind-
rar sig inte i tiden.

unitdr tidsutveckling). Skaldrprodukten, eller “6verlappet”, mellan
tva tillstdnd sdger hur lika tillstanden &r. I denna bemaérkelse kallas
skalarprodukten dven fidelitet, och man skriver F = (¢|¢).
Observationen att fideliteten mellan tva tillstand ar tids-
oberoende har intressanta konsekvenser. Om tvd (normerade)
tillstind dr identiska dr F = 1, medan om tillstanden dr ortogonala
(dvs. varandra uteslutande) dr F = 0. I ndgon mening miter alltsa

D(|gy|py) =1-F

avstandet, eller “likheten”, mellan de tva tillstanden |¢) och |¢),
pa motsvarande sitt som avstindet A(#) i ekv. (3) miter hur lika
tva klassiska 19sningar ar. I ett klassiskt kaotiskt system gallde att
A(t) vixer exponentiellt med Lyapunovexponenten A, men uppen-
barligen kan inte motsvarande beteende erhallas kvantmekaniskt
eftersom fideliteten F ar bevarad. Om vi exempelvis tittar pa tva
initialtillstind [¥ (0)) och |'¥ (0)) som ér vildigt lika (F ~ 1) maste
de tva tillstinden forbli lika for alla tider!

Vi far dock inte gldomma att alla kvantmekaniska tillstand
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maste uppfylla Heisenbergs osdkerhetsrelation. Vilket, som redan
namnts, innebar att tillstdndet inte kan bli mer lokaliserat i fas-
rummet dn arean hos en Planckeell. Det betyder att det blir omgj-
ligt att i strikt mening beskriva dynamiken hos ett kvantmekaniskt
system som banor i ett fasrum. I stéllet maste vi tinka pa det som
fordelningar som utvecklas i fasrummet. For ett kvantmekaniskt
system som “beter sig klassiskt” skulle vi erhélla en vildigt lokali-
serad fordelning som f6ljer motsvarande klassiska bana. Just detta
ar essensen av Ehrenfests teorem som kopplar samman tidsutveck-
lingen av kvantmekaniska forvintansvirden (¢|A|@) med mot-
svarande klassiska tidsutveckling for ndgon storhet A.

Betyder linjériteten hos kvantmekaniken, och observationen
att "nérliggande” tillstand forblir ndra varandra, att kaos inte kan
spela nagon roll inom kvantmekanik? Om svaret ir ja, far vi genast
ett problem med en mojlig klassisk grans. Denna synbara motsé-
gelse, som Einstein identifierade for 100 ar sen, gav upphov till en
lavinartad forskningsaktivitet inom kvantkaos under den senare
halvan av 1900-talet. En f6ljd av denna kaosparadox dr att vissa
inte ens kallar faltet fér kvantkaos, utan for kvantkaologi.

Som vi ska visa hdrnast, beter sig kvantmekaniska system -
dven om deras utveckling alltid ar linjir — dnda konceptuellt olika
beroende pa om motsvarande klassiska system ér kaotiskt eller inte.
Till att borja med skulle det vara bra att ha en definition av kaos for
kvantmekaniska system. Uppenbarligen kan vi inte pé ett direkt
sitt oversitta den klassiska definitionen. Den vanligaste definitio-
nen man stoter pa dr i stillet att en kvantmekanisk Hamiltonian ar
kaotisk om motsvarande klassiska Hamiltonian 4r kaotisk. Denna
definition forutsitter dock att det finns en véldefinierad klassisk
grans, vilket inte alltid &r fallet (exempelvis om systemet innefatt-
ar kvantmekaniskt spinn). Kan vi i stéillet anvinda integrerbarhet
som definition? Klassiskt fungerar det eftersom icke-integrerbara
modeller uppvisar kaos och vise versa. Men det visar sig knepigt
att definiera integrerbarhet i kvantmekaniska modeller. Idag finns
det faktiskt ingen fullstindigt accepterad definition varken for
kaos eller integrerbarhet hos kvantmodeller. Vi gér hér inte vidare
in pé detaljer i denna definitionsdiskussion, utan lat oss istéllet
fokusera pa vad som kdnnetecknar olika kvantsystem.

Huruvida den klassiska motsvarigheten till en kvantmeka-
nisk Hamiltonian H &r integrerbar eller ej tar sig uttryck bade i H:s
spektrum E_och dess egentillstand |¢ ) (dvs. vilka energinivaer
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som dr tillitna och de tillstind dessa svarar mot). Givet att syste-
men &r stora nog, visar det sig att Hamiltonianerna uppvisar “uni-
versella” egenskaper, vilket betyder att de kan delas in i olika klas-
ser. Liknande idéer aterfinns i fysiken for fasovergangar dar man
finner att mikroskopiska detaljer inte 4r vésentliga for att beskriva
naturen hos 6vergangen — det racker med att kdnna till systemets
symmetrier och dimension (vilka bida typiskt dr makroskopiska
egenskaper). Men for att de universella sardragen ska bli tydliga
behover vi anta att antalet tillstaind |¢ ) inom ett litet energiinter-
vall dE 4r stort. Detta ter sig logiskt om vi dr ute efter att statistiskt
beskriva spektrumet av tillatna energier. Historiskt kan idén om
sddana allminna beteenden tillskrivas Eugene Wigner som fore-
slog att spektrumet for en komplicerad atomkérna kan represente-
ras av en slumpmatris M. Med “slumpad” menas att elementen hos
M ir slumptal med nagon given varians. Men det ar viktigt att M
har samma symmetrier och dimension som H, till exempel maste
M vara hermitsk.

Givet M sé gér det att visa att spektrumet har en speciell egen-

skap. For att formulera denna, lat s = E - E beteckna energi-

1
skillnaden mellan tva nirliggande energiegenvirden. Da kan
vi definiera en sannolikhetsfordelning P(s) som sédger hur stor
sannolikheten ar att energiskillnaden ar s. Man finner att for en

slumpmatris M ér fordelningen pé sé kallad Wignerform
P(s) x sPemos”

dér exponenterna enbart kan anta vissa varden: 8 =1, 2 eller 4
beroende pa symmetrierna, och motsvarande o = m/4, 4/m res-
pektive 64/9m. Proportionalitetskonstanten bestams av att P(s) ska
vara normerad (dvs. P(s) integrerad 6ver alla varden pé s ska vara
lika med 1). Framforallt exponenten 3 bestimmer vilken form
P(s) har. Den viktiga observationen ar att

2% P(s)=0

vilket sdger att det ar forsvinnande liten sannolikhet att tva ener-
gier sammanfaller. Denna egenskap, vilken visar sig vara karakte-
ristisk for just kaotiska modeller, kallas for energifranstotning. En
direkt f6ljd &r att spektrumet inte uppvisar degenerationer oavsett
vad systemparametrarna 4r.

Wigners observation var att spektrumet av M och H hade
samma egenskaper, och detta visade sig gilla mer allmént: om
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Figur 3: Numeriskt extraherad fordelning P(s) (heldragen svart kurva) for den

sd kallade Dickemodellen. I det vinstra diagrammet dr kopplingsparametern
i modellen liten och vi forvintar oss inte kaos, medan kopplingsparametern
i det hogra diagrammet ér stor, och vi borde se kaotiska egenskaper. Trenden
dr tydlig: till vanster dr den heldragna kurvan lik den prickade kurvan vilken
motsvarar en Poissonfordelning (icke-kaotisk); till hoger sammanfaller kurvan
val med den streckade roda som representerar den forvintade Wigner-
fordelningen (kaotisk). Det numeriska resultatet dr for ett dandligt system, och
perfekt overensstimmelse fds enbart ndr man tar grinsen av ett odndligt stort
system (vilket naturligtvis inte dr mdajligt numeriskt).

(Figur fran Clive Emary och Tobias Brandes, Chaos and the quantum
phase transition in the Dicke model, Physical Review E 67 (2003): 066203
(DOLI: 10.1103/PhysRevE.67.066203).)

man har en kaotisk modell s& kommer motsvarande fordelning
P(s) vara pa Wignerform. Ett exempel visas i figur 3, dér de kaotis-
ka egenskaperna hos modellen blir mer och mer tydliga ndr man
okar en viss parameter. I figurens hogra diagram f6ljer fordelning-
en mycket vil den analytiska formen (streckad rod kurva) for en
Wignerfordelning.

Vad édr da egenskaperna hos energispektrumet for modeller
vars klassiska motsvarighet inte ar kaotisk, dvs. integrerbar? Det
typiska borde vara att energinivaerna ligger tétare ju storre energin
ar, i likhet med vad som galler klassiskt (da man har ett kontinuum
av energier). Men det maste betyda att P(0) = 0, dvs. att vi inte har
energifranstétning. Detta dr ocksa exakt vad man finner. Mer spe-
cifikt far man att férdelningen blir pa Poissonform

P(s)=e

Ett resultat av sambandet mellan spektrumet for kaotiska mo-
deller och slumpmatriser dr att mycket av kvantkaos kan forstas
genom att studera teorin for slumpmatriser. Vi har dock dnnu inte
sagt ndgot om vad som karakteriserar egentillstdinden for en kao-
tisk modell.
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Allmént finner man for kaotiska system att for hoga energier
blir motsvarande egentillstand utsmetade 6ver hela det tillgangli-
ga fasrummet. Strukturen hos fordelningen ter sig kaotisk. Denna
stora utbredning dr motsvarigheten till den klassiska ergodisite-
ten. Det finns dock undantag bland egentillstanden: vissa av dem
har en hogst ojamn utbredning och klumpar i stillet ihop sig runt
bestimda banliknande kurvor. Det visar sig att dessa banor ar res-
ter av den underliggande klassiska modellen - de representerar
ndmligen klassiska periodiska losningar som dr instabila (dvs. s&
fort du avviker minsta lilla frdn banan férsvinner du bort fran den)
och brukar kallas kvantdrr. (Se vinjettbilden pa sid 132.)

Vagar ut
Lét oss sammanfatta de svarigheter och problem vi hittills st6tt pa.

1. Bohr-Sommerfeldkvantisering lankar samman klassisk me-
kanik med kvantmekanik for integrerbara system, men idéen
bryter samman for icke-integrerbara system.

2. Samma metod ér relaterad till Heisenbergs osdkerhetsrela-
tion, som for med sig att kvantmekaniska l6sningar inte kan
beskrivas som banor i fasrummet. I stillet maste man repre-
sentera dem som fordelningar med en utbredning.

3. Klassiskt kaos uppkommer fridn icke-linjira rorelseekvatio-
ner. Schrédingerekvationen, 4 andra sidan, dr linjar och borde
ddrmed inte kunna ge upphov till kaotiska beteenden.

4. Pa grund av linjdriteten, och ddrmed den unitara tidsutveck-
lingen, gar det inte att definiera en Lyapunov-exponent for
kvantmekaniska system pa samma sitt som man kan gora for
klassiska system.

Trots den uppenbara motsagelsen sag vi att kaos manifesteras dven
i kvantmekaniska system savil i spektrumet som i energiegentill-
stinden. Strax ska vi dven diskutera betydelsen av kaos i dynami-
ken hos kvantmekaniska system. Men innan dess ska vi se att man
kan komma runt problemet med unitér tidsutveckling pa ett na-
turligt sdtt, och dirmed ocksa inféra en Lyapunov-exponent, som
ju spelar en sa central roll i klassiskt kaos.

For att gora detta behover vi infora ett nytt begrepp som van-
ligtvis inte presenteras i grundlaggande kurser i kvantmekanik,
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namligen tdthetsmatriser p. I sidorutan nedan beskrivs hur tét-
hetsmatriser uppkommer nir vi har att géra med system som kan
delas in i mindre delsystem. I korthet: Sa snart kvantkorrelatio-
ner, sd kallad sammanflitning, forekommer mellan tva delsystem
sd kan vi inte ldngre beskriva tillstandet for ndgot av delsystemen
som ett ket-tillstdnd |y). I stillet maste de enskilda delsystemen
beskrivas med tathetsmatriser och en formalism for hur dessa
maste hanteras framtridder pa ett naturligt sitt. Antag att vi har
ett sadant system som bestér av flera delar och att vi enbart 4r in-
tresserade av ett av dessa delsystem och specifikt dess tidsutveck-
ling. Vi ska nu visa att ett sidant delsystem inte behover utvecklas
unitrt, vilket ocksa visar sig 16sa problemet med franvaron av en
Lyapunov-exponent.

Tathetsmatriser

Ett tillstind |y, ) for en partikel A kan alltid uttryckas som en linjarkombi-
nation av tillstand | ) som utgor en fullstindig bas:

|1/)A> = Z an'@n>

Om {|@ )} ér en ortonormal bas (dvs. (¢ |@ ) =0 dar § iar Kroneckers
deltasymbol) giller att X |a |* = 1 svarar for normeringen av |y, ). P4 samma
sétt for en partikel B kan vi skriva dess tillstind

[¥8) =Y bmldm)

dér nu {|@ )} utgér en ortonormal bas for partikel B.
Lét oss nu betrakta det totala tillstdndet for bdda partiklarna. Det skri-
ver vi som direktprodukten

[¥) = [Ya)|¥B)

En ortonormal bas fér det kombinerade systemet A+B ér {|@ )|@, )}, och dér-
med kan vi skriva ett helt allmént tillstand for det fulla systemet som

) = Z Crm|Pn)|Pm)

Notera att ett sddant tillstind inte behover vara separabelt, dvs. det kan inte
nodvéndigtvis skrivas som en direktprodukt av ett tillstind for delsystem
A och ett tillstind for delsystem B. Nér detta inte 4r mojligt siger man att
partiklarna ar sammanfléitade.

Antag nu att vi enbart har tillgang till delsystem A i betydelsen att alla
matningar vi kan utfora dr pd detta delsystem. En naturlig fraga ar da: Hur
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ska vi beskriva A:s tillstind sa att det innehaller all information om de méj-
liga utfallen av sddana méatningar? Om de tva delsystemen dr sammanfla-
tade duger inte ett rent tillstind, dvs. ett pa formen |y,). For att besvara
frédgan, 13t oss se pa forvintansvérdet av en observabel O, for delsystem A.
Vi kan uttrycka detta sa har:

(Oa) = ¥|0al¥)
= Yijnm Clicam{9il(5104len) dm)
= Lijnm GijCnm(©j|Oalen)(dilom)
= Yijn Gycni{e;10alen)
= D21 2ijn CiiCni{@;10all){Ulen)

= > {llpa0all) = Tra[paOa4]

Har har vi, pa sista raden i utrdkningen, infort den reducerade tithetsmatri-
sen for delsystem A

PA = Zcfjcni‘¢n><@j| = Trp(p]
och det partiella spdaret 6ver ett delsystem. Komplexkonjugatet betecknas
med asterisk * och vi har anvant

dom=1
l

dédr summan ar 6ver en fullstindig bas (hér i delsystem A).
Vad utridkningen visar dr att om vi dr begrdnsade till matningar enbart
pé delsystem A sa kan vi anvdanda den reducerade tathetmatrisen

pa = Trp[l) (4]

for att beskriva A:s tillstind. Man bildar séledes tithetsmatrisen for det fulla
systemet, p = |y)(y], och sen tar man sparet 6ver delsystem B. Kvar blir en
tathetsmatris som beskriver delsystem A.

Nér vi arbetar med sammansatta system uppstar saledes tdthetsmatri-
serna pa ett naturligt sitt. Och som redan namnts, om den reducerade tt-
hetsmatrisen inte beskriver ett rent tillstand, betyder det att delsystemen &r
sammanfldtade. I texten infor vi ett system kopplat till en omgivande reser-
voar, sa dér ar det reservoaren som spelar rollen som delsystem B. Genom
att ta sparet over reservoaren blir systemets tillstand blandat och dess tids-
utveckling kan inte langre beskrivas som unitdr. Man leds att 16sa ekvationer
som Lindbladekvationen (se egen sidoruta) i stallet for Schrodingerekvatio-
nen.
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Om vi till att borja med antar att systemets tillstind faktiskt
kan beskrivas av ett ket-tillstind |y) dé siger vi att systemets tat-
hetsmatris ar p = |y)(y/], vilket kan ses som en matris. I termer av
p antar Schrédingerekvationen formen

0 . )
7P = ilo(t), H] = i (p(t) H — Hp(t))
Forvantansviarden av observabler fas fran

(0) = Tr[p0] = > (6nlpOldn) =Y (¢nlt))(¥]Oldn) =

n n

= 3" (W1016) (ults) = (|ON)

dér vi definierat spéret (Tr) av en matris i andra likheten, och an-
vant att summan ver alla tillstind i en fullstdndig bas dr lika med 1:

Z |¢n><¢n| =1

Forvantansvirdet av en operator O, definierat pd detta sitt
som sparet 6ver tithetsmatrisen p multiplicerad med operatorn
O, ar alltsd precis vad det borde vara for tillstindet |y). Samma
sétt att uttrycka forvantansvérdet fungerar dven for mer allménna
tillstand (se sidorutan om tiathetsmatriser).

I allminhet giller att p maste vara hermitsk, dvs. att p = p',
och att dess egenvirden maste vara icke-negativa. Det mest all-
ménna uttrycket for tithetsmatrisen ar da

ddr p, > 0 kan tolkas som sannolikheten att partikeln befinner sig i
tillstandet |y ). Med andra ord: p kan ses som en (klassisk) statis-
tisk fordelning Gver tillstanden |y ). Notera ocksd att £ p = 1. Om
alla sannolikheter p = 0 utom en som ar 1 dterfar vi exemplet ovan
och man séger da att tillstandet ar rent. Om, & andra sidan, flera p,
ar nollskilda &r tillstindet blandat, vilket signalerar att systemet ar
sammanflitat med ett annat delsystem (se sidorutan).

Vad har nu allt detta att gora med kvantkaos? Alla métningar
eller observationer utfors pa delsystem, inneslutna i storre system
som vi inte har kontroll 6ver, och till storsta delen heller inte bryr
oss om. Det finns ndmligen alltid en omgivning - en reservoar —
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som véxelverkar med det system som intresserar oss och som pé-
verkar det mer eller mindre. En naturlig fraga blir dé vilken typ av
rorelseekvation som skulle kunna beskriva systemets tidsutveck-
ling pa ett sdtt sa att vi inte behover 16sa det fulla problemet, dven
innefattande reservoaren (vilket inte skulle vara praktiskt méjligt).
Eftersom systemet vaxelverkar med reservoaren, kommer syste-
met med nodviandighet ocksa att bli sammanflatat med reservoa-
rens frihetsgrader. Systemet kommer dirmed, enligt ovan, att be-
skrivas av ett blandat tillstind p. Sa fragan blir vad man kan siga
om tidsutvecklingen hos sddana allménna tathetsmatriser.

For att kunna besvara fragan for system kopplade till en re-
servoar maste vi forlita oss pa en del approximationer, som att
kopplingen mellan systemet och reservoaren ar svag och att reser-
voaren &r stor i forhallande till systemet. Géran Lindblad, hem-
mavarandes pa Kungliga Tekniska Hogskolan i Stockholm, var en
pionjir inom detta omrade och skrev ner den mest allménna for-
men for en sddan tidsutvecklingsekvation, se sidorutan om Lind-
bladekvationen. Den for oss centrala slutsatsen &r att, i och med
kopplingen till reservoaren, utvecklas inte systemet unitirt. Dar-
med behéver inte avstindet mellan tvé tillstand, som diskuterades
ovan, forbli oférandrat i tiden.

Sé vi har blivit av med problemet med unitér tidsutveckling.
Men hur finner vi en Lyapunov-exponent? Wojciech Zurek, en av
nutidens mest kdnda kvantfysiker, podngterar aterkommande vik-
ten av att ta hdnsyn till systemets omgivning, for att forstd den
klassiska griansen. For blandade tillstaind kan man, liksom fér rena
tillstdnd, definiera ett avstindsmatt, och om vi har att systemets
tva initialtillstand p (t) och p (f) utvecklas enligt Lindbladekvatio-
nen (se sidorutan pa nésta sida) finner man

D(pO (t)'/ Pe (t)) = eeM

givet att Hamiltonianen ar kaotisk. Vidare, om Hamiltonianen har
en klassisk kaotisk motsvarighet dr exponenten A densamma som
den klassiska Lyapunov-exponenten. Vi kan alltsé aterfd en av de
mest karakteristiska egenskaperna for klassiskt kaos - den expo-
nentiella kinsligheten for smé stérningar i initialtillstinden - dven
i kvantsystem. Podngen dr att den lokala tidsutvecklingen av ett
system inte behdver vara unitér, och som foljd av detta kan det
lokalt uppsta kaotiska beteenden.

Asher Peres visade ett alternativt sitt att inféra en Lya-
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Lindbladekvationen

Antag att vi studerar ett system som &r néstan helt isolerat, men fortfarande
med en liten koppling till omgivningen. Det betyder att systemet och om-
givningen kommer att bli sammanflitade allt efter som tiden fortloper - vi
kan séga att information om systemets tillstind “lacker ut” i omgivningen.
Sammanfldtningen innebér alltsa att vi inte har tillgang till fullstandig in-
formation om systemet, vilket innebir att vi méste beskriva det med en tt-
hetsmatris. Vi soker en ekvation som beskriver hur systemets tithetsmatris
utvecklas i tiden, for att pa sa sédtt kunna undvika att 16sa det mer komplice-
rade fulla problemet innefattande systemet plus omgivningen.

Goran Lindblad skrev ner den mest allmédnna ekvation som ger syste-
mets tidsutveckling, och som samtidigt bevarar de fysikaliska egenskaper
som systemets tithetsmatris méste uppfylla. Denna s& kallade Lindblad-
ekvation har formen

0 .
=20(t) = ilp(t). H) + > r; (2LspL] = LiLip— pLiL; )
J

Den forsta termen pa hogersidan motsvarar den vanliga Schrodinger-
ekvationen, medan de andra termerna hérrér fran kopplingen till omgiv-
ningen, dir L; dr sa kallade Lindbladoperatorer. Om kopplingarna x; = 0
aterfar vi den vanliga Schrodingerekvationen och den unitdra tidsutveck-
lingen, men med x; # 0 &r inte langre tidsutvecklingen unitér. Den totala
tidsutvecklingen for system + omgivning ar forstas unitar, men det betyder
alltsé inte att tidsutvecklingen for enbart systemet blir det.

punov-exponent i kaotiska kvantsystem, ett som inte forlitar sig
pé icke-unitdr tidsutveckling. Om vi istéllet for att stora initial-
tillstandet stor Hamiltonianen, och undersoker fideliteten mellan
ett tillstind som utvecklats med den ostérda Hamiltonianen H,
och samma tillstand nér det i stéllet utvecklas med den stérda Ha-
miltonian H, erhaller man ocksé ett exponentiellt beteende med
motsvarande klassiska Lyapunov-exponent. Detta ar i ndgon me-
ning enklare an Zureks inforande av en paverkande omgivning,
men Zureks metod ger en klarare fysikalisk bild av hur icke-unitér
tidsutveckling kan uppsta.

Moderna fragor kring kvantkaos

Med upptickten av lasern pa 60-talet utvecklades atomfysiken
enormt, fran spektroskopi till laserkylning av atomer - en metod
med vilken man bland annat lyckats skapa sa kallade Bose-Einstein-
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kondensat. De senaste 10 aren har man dven anvint laserkylning
for att realisera kvantmekaniska system bestiende av 1000-tals
atomer som vixelverkar med varandra pa ett mycket kontrolle-
rat vis. Méngpartikelsystem &r inte bara extremt svara att simulera
numeriskt, de beter sig dven ofta kvalitativt annorlunda jamfort
med enpartikelsystem. Skilet till att man tidigare inte har studerat
dynamiken f6r mangpartikelsystem i nagon storre utstrickning ar
helt enkelt att man experimentellt inte har kunnat realisera dem.
I och med att situationen idag ar annorlunda har man nu borjat
intressera sig i fragor som dessa:

1. Hur utvecklas ett allmént kvantmekaniskt mangpartikeltill-
stind i tiden?

2. Kommer ett allmént tillstind termaliseras i enlighet med sta-
tistisk mekanik? Hur uppstar en makroskopisk storhet som
temperatur i en mikroskopisk kvantbeskrivning?

3. Hur paverkas ett vixelverkande systems tidsutveckling av
orenheter? For ett icke-vixelverkande system vet man vl vad
som sker, men kan vi vinta oss liknande fenomen i méng-
partikelsystem?

Lét oss i korthet diskutera fragan om termalisering. I statis-
tisk mekanik forekommer flera olika férdelningar som beskriver
hur olika energinivaer populeras: Bose-Einstein, Fermi-Dirac, ter-
misk, mikrokanonisk, o.s.v. For sidana termiska fordelningar be-
stims populationen hos de olika energinivierna av ett fatal mak-
roskopiska storheter, som t.ex. temperatur. Hur ska vi uttrycka
motsvarande kvantmekaniska tillstand? Det enda vi kdnner till ar
sannolikheterna p for att populera de olika energitillstinden. Vi
vet alltsd inte sannolikhetsamplituderna, och blir darfér tvungna
att arbeta med tithetsmatriser. Typen av férdelning bestimmer
sannolikheterna p , och med enbart kinnedom om p maste syste-
mets tillstdnd vara blandat. Vi stoter pa ett uppenbart problem: om
vart méngpartikelsystem ér slutet, och vi startar i ett rent tillstind
|y), d& medfor den unitéra tidsutveckligen att tillstindet maste
forbli rent for alla tider. Men detta kan inte vara ett termiskt till-
stand som &r i hogsta grad blandat! Betyder det att kvantmekanik
ar i konflikt med statistisk mekanik, och speciellt med den andra
termodynamiska lagen, enligt vilken ett system maéste termaliseras
efter tillrackligt lang tid?

Om vi tittar pa termometern utanfor vart fonster nar vi kliver
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upp pa morgonen och ser att det 4r 12 grader ute, si betyder detta
naturligtvis att luften i en liten omgivning runt termometern 4r 12
grader (upp till mojliga fel) och inte att det 4r 12 grader Gverallt.
Termometern gor en lokal mdtning av temperaturen. Detta giller
allmént: matningar ar i regel lokala. Den relevanta fragan blir séle-
des om det lokala tillstandet p, , dr termiskt, inte om det totala till-
standet p dr det (vilket det normalt inte kan vara enligt argumentet
ovan). Vad man allméant finner ar detta:

Om 1. Hamiltonianen ir kaotisk,
2. antalet partiklar 4r mycket stort, och
3. vitar ett godtyckligt energiegentillstand
|@ ) (en bit upp i spektrumet) med motsvarande
tathetsmatris p = |@ Xo |,

sa foljer att alla lokala tathetsmatriser p, , dr termiska. Denna ob-
servation har kommit att kallas egentillstdndens termaliserings-
hypotes. Slutsatsen &r att termalisering dr nagot som dven sker pa
ett mikroskopiskt plan, och detta pa nivan av egentillstaind och
inte pa grund av exempelvis ndgon komplicerad linjarkombina-
tion av olika egentillstaind. En annan slutsats som foljer ur detta ar
att egentillstanden for en kaotisk Hamiltonian innebdr maximal
sammanflatning av systemets lokala delar, sa lange systemet &r till-
riackligt exciterat (motsvarande giller alltsé inte for grundtillstan-
det och de lagenergetiska tillstinden). Sadana tillstand 4r ocksa
exempel pé ergodiska tillstand, dvs. de ar utspridda 6ver hela det
tillgangliga fasrummet.

Egentillstindens termaliseringshypotes har testats numeriskt
i ett flertal olika modeller, med goda resultat. Men &ven om hy-
potesen verkar gilla sa ar vi fortfarande langt fran en fullstindig
forstéelse av hur kvantmekanisk termalisering sker, och hur kvant-
mekanik och statistisk mekanik hanger ihop. Flera fragor kvarstar,
som exempelvis vad som hdnder pa végen till termaliseringen —
vad bestimmer till exempel den relevanta tidsskalan? Man har
ocksé sett att “orenheter” i vissa fall kan forhindra termalisering,
nagot som kallas mdngpartikellokalisering. Aven om man under
det senaste artiondet fatt en djupare forstaelse av detta fenomen ar
bilden fortfarande langt ifran komplett.

Idag har man framgangsrikt utfort flera experiment som stu-
derar tidsutvecklingen hos kaotiska mangpartikelsystem. Speciellt
intressant dr att man har stor kontroll 6ver systemets parametrar
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och hur det dr kopplat till omgivningen. Pa sikt ar férhoppningen
att experimenten ska bli sa pass kontrollerbara att de kan ersitta
numeriska simuleringar som gors pa datorer. Situationen ar alltsa
den, att vi har ett kvantmekaniskt problem som vi vill 16sa, men
det ar for komplicerat for att simuleras pa en dator. Sé i stillet
konstruerar vi ett experiment som loser det at oss — vi bygger en
kvantsimulator! Aven om de forsta kvantsimulatorerna faktiskt re-
dan finns sé ligger en spannande tid framfor oss. Vi kan forvénta
oss fler kvantsimulatorer som kommer fordjupa vér forstaelse av

R/

kaos, den klassiska gransen och tillhérande fenomen. <>
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